Egy kongruenciarendszerekrdl s2616 problémadrdl
irta: Eaoos Pa

Az
(1) x=aq(mod ), l<m<m<...<m

kongruenciarendszert nevezzik lefedd rendszernek, ha minden egész

szam az (1) kongruencidk kiizill legaldbb az egyiket kielégiti., Mi-
eldtt az ezekre wvonatkozd kérdések diszkutilisiba belekezdenék,
taldn megmutatom, hogyan jutottam ezekre a kérdésekre.

A dolgozatban p, g, pi, ¢« primszimokat fognak jelenteni, n(x)

pedig a primszamok szamat x-ig; ¢, €, ... pozitiv abszolit kon-
stansolk.

Romanov még 1934-ben kimufatta, hogy a 2'+-p(p > 0,1
pozitiv egész) alaku szamoknak pozitiv sOriségitk van. Mds sz6-
val: létezik olyan ¢, hogy x-ig a 2’4 p alakban irhatd szimok
szama nagyobb, mint ¢, x. RomAnOv bizonyitdsa, bar elemi, mélyebb
segedeszkdzdket igényel és itt esak azt kivinom megjeEyezni. ogy
Romanov tétele fOleg azért érdekes, mert ardnylag kevés 2'-fp
alaki szam van. Pontosabban; ha f{n) jelenti az n = 2'+ p egyen-
let megolddsainak szdmdt, akkor

_Z:' J(n) < cax.

Marmost Romanov, egy még 1934-ben hozzdm intézett leve-
lében, azt kérdezte: igaz-e, hogy minden elegendben nagy paratlan
szam 2'-+p alakban irhaté? Kimutaftam, hogy ez nem igaz, s6t:

létezik olyan, csupa piratlan szdmbol dilg, szdmtani sor, mely-
nek egyetlen pozitiv tagfa sem dllithate eld 2'+p alakban.

A bizonyitdshoz felhaszndljuk Bana érdekes tételét: Legyen
1 <n==6 tetszfleges egész szdm. Akkor van olyan p, hogy

(2) pl—1 é&spr2"—1,hal=m<n.

A tovibbiakban az ilyen tulajdonsdggal rendelkezd p prim-
;Trm?nt (tobb ilyen is lehet) n-hez tartozd primszimnak fogjuk
v,
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Legyen marmost adva egy (1) lefedd rendszer, melyben m; == 6,
1 =i=k és legyen p; az ni-hez tartozd primszdmok valamelyike.
Ekkor ezen pi~k (2) értelmében mind kidlonbtzék. Tekintsiik a
kivetkezd kongruenciarendszert:

@ t=2%(modp), 1=i=k
t=2"" L 1 (mod 2.

Mivel elébbiek szerint a p-k mind killtinb%zb paratlan primek,
a (3) rendszer megoldhatd. Ezen kongruenciarendszert kielégitd f

szdmok nyilvan mind paratlanok és egy 2™*° IT p, differenci4ji szim-
tani sort alkotnak. Azt dllitom, hogy 3
{4 t=5=2'4-p; I epész szim, = 0.
Mivel az (1) kongruenciarendszer lefedd, tehat legaldbb egy i-re
I=a (mod ny).
Viszont p; definicidja szerint 2%=1 (mod p.), tehat
A—0N=—¢ {(mod p.).

Vagyis {—2' mindig cszthaté a p,, py, ..., o primszamok
valamelyikével. Mivel max p; <2"(1 =i =1£), tehit (4) bizonyi-
tasdhoz elég lesz kimutatnunk, hogy

[t—2! > 2%,

Ennek bizonyitdsdra van szitkség a (3) alatti utolsd feltételre,
mely szerint
(5) —P=gnhrty amtl iy (mod 2™*%).
Ha != n,+3, akkor 22=0 (mod 2"**%), tehat

Ef_zll = L S

Ha pedig 0 ={ = n, 4 2, akkor (3) masodik kongruencidjabol
(=22 M ] azar t—2 =M 1> 2

Bizonyitdsunk befejezéséhez mdr csak azt kell beldfnunk,
hr'n}gy van olyan lefedd rendszer, melyre n; $=6. llyen rendszer

da

péidaul :
0(mod 2), 0(mod 3), 1 (mod 4}, 7(mod 8), 11 (mod 12), 19(mod 24).

A lefedd kongruenciarendszerekre vonatkozd legérdekesebb
probléma a kdvetkezd :
Legyen A tetszOleges szdm; létezik-e olyan lefedd rendszer,
melynél A<m<m<...<nm.
 Amennyiben a vélasz e kérdésre igenl, akkor azonnal belat-
haté, hogy ha r tetszileges egész szdm, gy mindig van végtelen

8 Matematikal Lapok
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sok  egész szam, mely nem 2'4-a, (I egész szam, [=0) alaki,
ahol a, killonbdzd primfaktorainak szama = r. Ug}rams “akkor meg-
adhatd r-+1 darab kongruenciarendszer

x=da}" (mod nf"), l=i=k;
x—am (mod n®), l=i=h;

xEﬂ*E’*"‘ (mod ) 1 =i=hn,
melyekre
6em’<..<ifl<ill<...<nl<..<al™<..<nll
Elégitse ki 1' a kbvetkezd knngm:anciékat.
1=2%" (modpl"), 1=i=k, l=s=rt1,
ahol pi” jelenti az n{’-hez tartozé primszdmok valamelyikét. Pon-
tc:mn tigy, mint az r=1 esetben belithatd, hogy minden egyes
s-re (1 =s=r-1) van olyan p!”, hogy
t—2'=0 mod p¥.

Tehét (f—2')-nek legalabb r{1 darab primfaktora van.

Azonban azon aeI[tés bizonyitisa, hogy a feltett kérdésre a
vilasz igenld — nem latszik kbnnyfinek. DAVENPORT és én kon-

strudltunk olyan lefed6 rendszert, melyre n,—3. Egy ilyen rend-
szer a kovetkezd:

0 (mod 3) 11 (mod 15
0 (mod 4 T (mod 20
0 (mod 5 10 (mod 24)
1 (mod 2 (mod 30
6 (mod 8) 34 (mod 40
3%mod 10) 59 (mod 60
5 (mod 12) 98 (mod 120)

Néhdny perc alatt meggydzbdhetiink arrdl, h € rendszer
valdban lefedd. Valbszinileg ez a legegyszeriibb lefedd rendszer,
melyre n, > 2 (azaz ha n, > 2, akkor a modulusok szdma = 14 és
a legnagyobb medulus = 120).

DeaN SwiFT konstrualt egy lefed6 rendszert, melyben n, —4,
k=38, m.—1440.

Ha az

(6) x=a;(mod n;); l=i=%
rendszer lefedd, akkor
1
2

II'l.lI
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Ugyanis legyen f(N) azon N-nél nagyobb szamok szdma,
melyek kielégitik az x=a; (mod n;) kongruenciit. Akkor

N
FN) =2+ 1.
Mivel (6) lefedd rendszer, tehdt

o N
(7 25 k=N,
vagyis
.
e

3
é' Py
i i
Ha (6) lefedd rendszer és
X9
= Fl'

akkor minden egész szam pontosan egy (6) alatti kongruenciat
elégit ki

=1,

T fel is, hogy vannak olyan egész szamok, ame-
lyek legalabb két (6) alatti kongruencidt kielégitenek, pl. az
x=ua; (mod n);

X=u, {ml}d n"}: 1 éflr fﬂéh h#‘—‘l“

kongruencidkat és legyen f,(N) azon N-nél nem nagyobb szamok
szdma, melyek ezeknek eleget tesznek. Akkor

N
LD =1
és, (T)-el egybevetve,
3
Sl e
it e —1|=N,
; T 17 i n, =
k. =
i 1 14k
..=E§1+mlm. N £k
Azt sejtettem, hogy ha a (6) alatti rendszer lefedd, akkor
k
1
®) I e
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vagyis a rendszer nem egyszeresen fedi le az egész szdmokat. Ext
azonban nem tudtam bebizonyitani. (8)-ra Mirsky €8 NEWMANN &
kbvetkezd szellemes bizonyitist taldlta (ugyanezt a bizonyitast
talalta kesGbb DavenpORT €s RADO is):

Tegyiltk fel, hogy (6) lefedd rendszer és g —=1. Akkor,

mint mar latluk, minden egész szdm pontosan egy (E} alatti kon-
gruen-::lat elégit ki. Akkor

r=ﬂn§a---z‘=r5:.%ndn,af,+rza;-a ; =“uw§ﬂnuz¢‘

Ha |z|< 1, akkor

D s e 1““—,
=, (mod n,) et
és (9)-bsi
! 1
I e A
volna. Ez azonban nem lehetséges, mert ha z-vel a sugar mentén
2w

kozelediink e " -hoz, akkor (10) jobboldala korlatos marad, mig a

baloldal végtelenhez tart. (T. i. f s — o, a baloldal tBbbi tagja

pedig korlatos marad.) Ez az egyszerﬁ és szellemes bizon Itas
talan alkalmas annak megmutatdsara, milyen jol hasznalha
analizis médszere a szamelméletben,

Eddig egyikiinknek sem sikerlilt (8)-ra teljesen elemi bizo-
nyitist adni.

Meg kell jegyeznem azt, hogy ha lefedd rendszeriink végtelen
sok k{mgruenm&t tnrl;almazhat akkor (8) nem marad igaz. Ellen-
példa :

(11) x=21—1 (mod 2%); k=1,2,...

rendszer lefedd és minden egész szam csak egyet elégit ki ezen
kongruencidk koziil, Ugyanis ha az g szdmot a kettes szdmrend-
szerben felirva az elsd 0 az (n—1)-edik helyen ill, akkor

=1
a=22‘+2‘*+2"+...—|—2"; t=n 1 =i=s;
=

R 4 ——1 +2" 4,
a=2"—1 (mod 2");
tehdt a rendszer lefedh. Ha valamely a szam két (11) a!att; kén-
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gruencidt elégitene ki, akkor
a—=20A, 241 ] =24, 421 —1
volna és, k<! mellett,
2A,4+1=2%24,+1)

lenne, ami lehetetlen.
Ugyanakkor (8) nem javithatdé, mert pl. az

x=2t"—1 (mod 29 1=t

x=2'—1 (mod 3.2"-%)

x=2*—1 (mod 3.2""%)

x=32'—1 (mod 3.2")
kongruenciarendszer lefedf és

o1 32—34+4+4+241
& 32 =1 +gz

ami l-hez tetszileges kozel lehet.

DAVENPORT megjegyzése szerint ha n, > 2, akkor (B) taldn
javithatd, de ez a kérdés nem latszik konnyiinek.

Diszkutdljunk még egy ide tartozd problémat! Egy lefed6
rendszert nevezziink primitivnek, ha egyetlen kongruencia sem feles-
leges, azaz ha eihagyjuk az x=ua (mod n;) kongruencidk birme-
lyikét, a megmarado rendszer nem lefedd. Be fogjuk bizonyitani,
hogy riigzitett & mellett csak véges sok olyan primitiv lefedd rend-
szer létezik, melynek & darab modulusa van.

(A

(47

Legyen
x=a (mod n), l=i=sk
valamely primitiv lefedd rendszer. Ha kimutatjuk, hogy
(12) m<(k—i41) [n, my ..oy niz)

{[n, sy ..., 4] 2z my, ..., 0 szamok legkisebb kdzOs tibbszi-
rosét jeleutl}, akkor mér kovetkezik, — mivel nyilvanvaléan n, < k
—, hogy ny egy felsb korlat alatt marad, vagyid dllitisunk igaz.
B:zun;dsuk be (12)-t.

ivel kongruepciarendszeriink primitiv, tehdt van olyan
szam, hogy

t=Ea; (mod ny), l=j=i—L
Ez azt jelenti, hogy ha

u=t (mod [y, A, .. .; Aca])s
akkor :
u=E=a; (mod n;), l=j=i—1.
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Ha tehdt f(N)-nel jeloljiik azon, N-nél nem nagyobb szdmok szi-
mat, melyek nem tesznek eleget az

x=ay (mod ny), I=l=i—1
kongruencidk egyikének sem,- akkor
N
I{N) g [nn ey ﬂi—l] =
Ezért (lasd {T} hiz:}nyitasét}
1
+ iz ¥y + =, [nl:— My, . ni-'l} !
illetoleg
k—i+1 % i 1
ny Iﬂnﬂg.---;ﬂi—l]

A k darab kongruencidbdl alld primitiv lefedd rendszerre n*
pontos maximumat nem tudom meghatirozni.

OB D,EEHDH NPOBJEME O CHCTEMAX CPABHEHUH
n aPAELL

Crcrema cpannennit (1) nasuBaeTon DOXPIBEAIOMER cHeTemol, ecan aas
BCAKOMO UENoro unciad BROOMHMETCH no kpainell mepe oguo we cpasueduil
cucrems (1), ABTOp nomaswEAeT CaemyOUyw Teopemy: Cywecrayer apudimer-
YECHan I'Ipﬂ'l']:IBCEHE RE HEMETHHX [IETHMX YHCEN, HH OJNH WIeH lfﬂ'rﬂi}ﬂ'l"ﬂ HE
MOWeT GRITH DPEICTARNEH B BHpe 2!'--p rge [-HaTypansHOe YHCID M p-TIPOCToe
ypcno, Jamee apTOp MBNAraeT P BONPOCOE OTHOCTIGHECS ¥ TOKDHBAOLIM
CMCTEMAM W TMPELAATAET HEKOTOPEIE HEPABPEMIEHHEIE MPOGIEMEL

ON A PROBLEM CONCERNING CONGRUENCE SYSTEMS
P. Erpds

We call the congruence system (1) overlapping, if each integer satisfies
at least one of the congruences (1). By making use of such systems, the
author proves the following theorem: There exists an arithmelic progression
consisting of odd integers none of which can be represented in the form 2'+p
{p notural prime, { natural infeger). Furthermore, a number of questions rela-
ting to overlapping systems is discussed and several unsolved problems are
proposed.
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