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Die n-te Partialsumme der Fourier-Reihe der geraden Funktion f(z) sei

(1) S.[f(x)] = ao 4+ a1 cos ¥ + azc08 28 + --- + @, 1cos (n — 1),
(2) ay = 1[ fleos &) do, a, = %f f(cos &) cos ré dd,
T Jo 7 Jo

r=1,2,...,n— L

Das zu den Wurzeln
(3) zr = cos (2k — 1) = = cos &
2n

des Tschebyscheffschen Polynoms T, (x) = cos n arc cos z gehorige Lagrangesche
Interpolationspolynom derselben Funktion hat hingegen die Form'

T )

m=%+clcosﬂ

@ L@ =% s

4+ cacos28% + -+ + cpicos (n — 1)@

mit
12 22

® = 2 fleosdy), ¢ = . D fleosd) cosrdy, r=1,2,---,n—1,
U k=1 Eml

Ausser der formellen Ubereinstimmung der Formeln (1), (2) und (4), (5) finden
sich zwischen den Polynomen (1) und (4) verschiedene wesentliche Analogien,
weshalb Faber’ und neuestens Marezinkiewiez® das Verhalten der Polynom-
folgen (1) und (4) = = 1, 2, ... parallel untersuchten. Bei diesen Unter-
suchungen gewann Faber folgenden aus dem Gesichtspunkte der Analogie
gewissermassen negativen Satz: Es existiert eine in (0, =) kontinuierliche,
gerade periodische Funktion f(cos #) mit der merkwiirdigen Eigenschaft, dass

1 L., Tejér, Abschitzung eines Polynoms in einem Intervalle, wenn Schranken fiir
geine Werte und ersten Ableitungswerte in einzelnen Punkten des Intervalls gegeben sind
und ihre Anwendung auf die Konvergenzfrage Hermitescher Interpolationsreihen. Math,
Zeitachrift 32 (1930) 8. 426-457, insb. 8. 442,

: G. Faber, Uber stetige Funktionen (zweite Abhandlung), Math. Annalen 69 (1910)
8. 372-443, insb. §9.

3 1. Marezinkiewiez, Sur 'interpolation I, I1, Studia Mathematica VI (1936) 8. 1-17,
bezw. 67-81.
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258 PAUL ERDUS UND GEZA GRUNWALD

ihre Fourier Reihe im Intervalle (0, =) gleichmissig konvergiert, ihre Lagrange-
Interpolationspolynome hingegen, wenn man sie in demselben Intervalle auf
die Tschebyscheff-Abscissen (3) bezieht, an unendlich vielen Stellen divergieren.

In dieser Arbeit wollen wir beweisen, dass es eine, im Inlervalle (0, =) kon-
tinuterliche, gerade pertodische Funktion f(cos &) gibt so, dass thre Fourier-Reihe
im ganzen Intervalle gleichmdssig konvergiert, ihre zu den Tschebyscheffschen
Abscissen gehirigen Lagrange-Inlerpolalionspolynome hingegen in einem jeden
Punkte des Intervalls (0, m) unendlich werden.

Wir bemerken noch, dass unsere kontinuierliche Funktion nirgends differ-
entierbar ist, sie erfiillt sogar keine Lipsechitz-Bedingung mit positivem Expo-
nent und dennoch konvergiert ihre Fourier Reihe gleichmassig.*

Wir beniitzen hier diejenige Konstruktion, durch welche einer von uns’ eine
Funktion f(x) angegeben hat, deren Lagrange-Interpolationspolynome tberall
divergieren. f(z) hatte die Form

© fo = 22,

wo fiir die Polynome ¢i(x) im Intervalle —1 = z = 1 die Ungleichungen
| ei(z) | < 2 gelten, die u hingegen Zahlen bedeuten, die mit einer durch die
Konstruktion angegebenen Schnelligkeit ins Unendliche wachsen und fiir welche
-7 1/us konvergent ist. Aus dem Beweis der oben zitierten Arbeit ist es klar,
dass die ¢i(2) nicht unbedingt Polynome sein miissen, es wird von ihnen nur
gefordert:

a,le@| =2 B, | L@ =4 n=12".-,
wo die Ay sowohl von = als auch von z unabhiingig sind; v ., ¢x(2) nimmt in
nz, durch die Konstruktion angegebenen (m: ganze Zahlen, £ = 1, 2, ... )
Stellen, die Werte +1 oder 0 an.
Wir bendtigen folgendes
Lemma. Es seien im Intervalle 0 = ¢ < w, v + p = n; Punkie

(7) Tr, 2y~ Ty Yo, Y2, -y Y

gegeben. Zu einem jeden n; kann man etne Lipschitz-Bedingung erfiillende Funktion
fi(cos &) angeben so, dass

(8) fiyr) = 0, k=1,2--,p
(9) flm) = 1, b=1,2-,0
(10) [ficos &) | = 1,
(11) | Sulfi(cos 9)]| = a1,

4 Es ist leicht zu beweisen, dass, wenn die zu den Tschebyscheffschen Abscissen gehorigen
Lagrangeschen Interpolationspolynome der Funktion f(z) im Punkte x, divergieren, dann
erfilllt die Funktion f(z) im Punkte z; mit keinem positiven Exponent eine Lipschitz-
Bedingung. Also folgt die Nichtdifferenzierbarkeit einfach aus der Divergenz der Inter-
polationspolynome.

5 (. Grinwald, Uber Divergenzerscheinungen der Lagrangeschen Interpolationspoly-
nome stetiger Funktionen, Annals of Mathematics 37 (1936) S. 908-918.
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wo c; (ebenso wie spdler ¢z, -+ - ) eine absolule, also von m, n; und x unabhdingige
Konstante bedeutet.

Aus diesem Lemma folgt unser Satz unmittelbar. Da die zu den Tscheby-
scheffschen Abscissen gehorigen Lagrange-Interpolationspolynome einer Lip-
schitz Bedingung erfiillenden Funktion gleichmissig zu der Funktion konver-
gieren,’ wird fiir die Funktion fi(cos #) 8. ebenso wie wegen (10), (8) und (9)
auch « ., und v ., erfiillt, woraus nach unseren fritheren Bemerkungen folgt,
dass bei entsprechender Wahl der Punkte (7) und der Zahlen u die Lagrange-
Interpolationspolynome der stetigen Funktion

f(x) =ET'@ r = cosd
ME

itberall divergieren.
Anderseits wegen

Sals@] = .| fiff)] + sm[Zzlf*‘:’] = Sulo@] + Sal¥(@)

I

erhalten wir wegen (11) fir geniigend grosses r und gegebenes ¢ > 0

| Salf@] — Sule@]] = e T 1/me < 5,

Also, da ¢(x) eine Lipschitz-Bedingung erfiillt und daher seine Fourier-Reihe
gleichmiissig konvergiert, gilt fiir gentigend grosses m

| Sulf(@)] — ¢() | < ¢

womit unser Satz bewiesen ist. Also haben wir nur unser Lemma zu beweisen.

Wir bezeichnen die kleinste der Entfernungen zweier Nachbarpunkte von (7)
durch d und umgeben einen jeden der Punkte z; mit einem Intervall (e, Bi)
so, dass die Linge eines solchen Intervalls 8i — ax = d/ni, bk = 1,2, -.- v
ist und zx genau im Mittelpunkt des Intervalls (ax , Bi) liegt.

Nun definieren wir f,(z) folgendermassen:
Jiz) = 2(z — a)/(Br — ), wenn ax < = < e + Bi)
Ji(@) = 2(z — Br)/(ax — Bi), wenn (o + Bi) = z = B
filz) = 0, wenn By S 2 S vy, —1 22 £ a,

g =z = +1.

Es ist klar, dass bei dieser Definition f;(z) eine Lipschitz-Bedingung und auch
(8), (9) und (10) erfiillt, also haben wir nur (11) zu beweisen.

8 Siche zum B. L. Fejér, Lagrangesche Interpolation und die angehorigen konjugierten
Punkte, Math. Annalen 106 (1932) 8. 1-55.



260 PAUL ERD(OS UND GEZA GRUNWALD

Es sei @; < £ £ ajy; und es sei vorausgesetzt, dass « nidher zu «; als zu aju
liegt (x wird jetzt fiir fest betrachtet). Dann ist

1 E ([*“’**5*’ 2(t — o) sin (m + )t — @) dt

ISm[fi(x)] | = = i ﬂk — Sl]l %‘(t = 37)
P 2t — B sin (m + %)(t — ) )
¥ .Lawm ar — P il sin #(t — o l

1 LICTRS. ) 4(t — ak) sin (m + 2)(3
5] .

T k=1 \ Jaz Br — t—x

+E’" 4(t-ﬁk)sm(m-r—§)(t—x) )‘

(axtBr) Br — ax t—zx |

(12) =

tep= =
Firr =1

| Tie| =

fﬂ‘,,._,w,._r} 40 — o) sin (m + D¢ — 2) |
i |

i-r ﬁ?—f — O t—

Hﬂf—-&ﬁj—ﬂ
& [
@y

Da nach unserer Voraussetzung [{ — z | = rd

4 [i‘:ﬂi-r"'ﬂi") x 2({3;’-_,- - a:'—r) <

gin (m + HE — 2) it
t—=z

= |sin (m + 3¢ — %) | dt < g T%%

Ebenso fiir r =

W

i-r

1, wegen |t — z | = }rd

Tir| < 4/mir,
ferner
| T:-_,.! < 2/mr, | Trer | < 4/myr.
Also
(13) 2 (I'I‘k|+lT,,|)<zi*_1,,g <810gn,,<‘33
k#:
Da
T, = 4 f}{“;‘ﬂif) 4(¢ — ;) sin (m + 3t — 2) i
Bi — @i Jai Bi — t—zx

Heaj+8;) 4
= f sin (m 4+ 3t — ) dt
aj Bi— o

Az — o) [ gin (m 4+ D — 2) it
|83' — 05 aj t—=zx

+
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fiir 1 r — a,-] = 4(8;‘ = a;)

4 “Gj"’ﬂj) x Z
| T;| € : |sin (m + HE — o) | dt

i

4 e —a) f““"”"’ sin (m + 3t — 2) dz’
ﬁf — oy aj t—ua
Heaj+8;) - z _ I
<2416 [ - (mj'”i“ "‘)dt\<c4,
Voo A =

und fiir | z — a; | > 4(8; — a;) wegen |t — x| > 3(8; — a;)
Heaj+850 ) 2 1 _
!T?l < 4[ sin ('??% + 7)(3 fC)

i t—=

dt

E;

also |T;| < max (3, ¢) = ¢;. Ebenso | 7] | < ¢. Also mit Riicksicht auf

4 Heaj+8) ) 9
<3(T,T)f |sin (m + 1)t — @) |dt <

(12) und (13)

EROS R WO

+cz§-1?;(r:s+cs—|—cz’.)+o_-=c1,

womit alles bewiesen ist.
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