EIN ZAHLENTHEORETISCHER SATZ
Von P. ERDOS UND P. TURAN (Budapést)

(Auszug aus einem Briefe an N. P. Romanolf).

...In Threr Arbeit ) steht folgender Satz:

Es sel I(k) die kleinste positive ganze Zahl, fiir die a't®=1 (mod &),
B (R)?

ki(k)

o0

dann konvergiert die Reihe2
{a, :f::l 1

Es ist uns gelungen allgemein die Konvergenz der Reihe

1

=~ ruk’

wo & >0, folgendermassen zu beweisen:

[(k) sei die kleinste ganze Zahl, fiir welche a'*l=1
(modk), wo a eine fixe ganze Zahl ist. Dann ist

konvergent.

=00
" Wir teilen die Zahlen in zwei Gruppen. Fiir die Zahlen der ersten

2
Gruppe sei (k) > (logk) =, fiir die der zweiten Gruppe hingegen
2
{(k) < (log k) =. Fiir die k£ der ersten Gruppe ist
E' ! <2-——~l—— konvergent, sodass wir uns nur mit dem
i1 kIR f=iklog2k

{a, B =1
zweiten Teil beschéiftigen miissen. Wir beweisen, dass 2%’ ausge-

dehnt, auf diese %, konvergent ist. Wir beweisen dies, indem wir zeigen,
dass die Anzahl der in die zweite Gruppe gehdrigen k< n fiir jedes

) isf, woraus sich die Konvergenz

n von der Grgssenordnung 0
ogin

#
des 2 % unmittelbar ergibt. Es sei nun n eine beliebige, aber fixe,

1) ,Uber einige Sitze der additiven Zahlentheorie* Mathematische Annalen 109,
1934, 78
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Zahl; wir vergrossern die Anzahl der Zahlen der zweiten Gruppe, wenn

wir jene k Zahlen (2<Cn) in Betracht ziehen, fiir die I(k)<C(logn)®.
Als Anzahl dieser Zahlen erhalten wir'O( 2
(logm)?

Nach Definition sind diese .J_c- Zahlen unter den Teilern der Zahlen
(@—1), (a*—1)...., a [(iog n) e] — 1; also vergréssern wir die Anzahi
der obigen Zahlen k, wenn wir diejenigen Zahlen bis n nehmen, die
aus den verschiedenen Primfaktoren der Zahlen (@ — 1), (a2—1),.....

2
{a [(-103 n) ¢ } — 1) zusammengesetzt sind. Es ist klar, dassdie Anzahlder
verschiedenen Primfaktoren der Zahl % kleiner ist als Cj !og?k, also

enthdlt ein Glied der obigen Zahlenreihe héchstens 0 (log B n) ver-
schiedene Primfaktorei:; infolgedessen ist die Anzahl der verschiedenen

Primfaktoren 0 (log ¢ n).
A4
Nun beweisen wir folgenden Satz. Wie wir auch [log € n] Primzah-
len angeben, ist die Anzahl derjenigen Zahlen, die nur aus diesen Prim-

= ) Unter diesen Zahlen gibt es

némlich solche, bet denen 1. die Anzafll der verschiedenen Primfakfo-
Ten =) log n-ist und 2, bei denen die Zahl der verschiedenen Prim-

faktoren <<}/ log n ist. Die Anzahl der Teiler der Zahlen, der ersten

V o
= ”;oder wenn wir mit d (f) die Anzahl

Viiog n

zahlen zusammengesetzt sind O( i
log?

Gruppe ist offensichlich > 2
der Teiler von n bezeichnen, O (n log n):E a(n)>R{n)2
1

logn ( n
und daraus R (1) =0 (" )=o( _ )
@ ( | &%) log21
Fiir die Zahlen der zweiten Gruppe ist die Anzahl der verschiedenen
Primfaktoren <<y/"Jog . Ein Primfakior kann hoéchstens mit dem
2 log n
Exponent [2 log n] vorkommen, denn 2 >n. Also milssen wir

4
aus [(lag n) ?+1 ] Primzahlen und Primzahlpotenzen die Kombina-

tionen 1, 2;... [ V dog n ]—-ter Ordnung bilden, und auf diese Weise

erhalten wir alle Zahlen der zweiten Gruppe. Die Anzah{ dieser Zahlen
4

ist offenbar O (e log log n (§+1 )V log n )50(1@2 )‘I- e. d.

n
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Es wiare vielleicht hxteressan,jl’f‘ll (k) abzuschitzen. Es scheint wahr-

. o D=1
scheinlich, dass die obige Summe. O(n?) ist. Der Beweis scheint aber
sehr schwer zu sein,
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