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EGY KURSCHAK-FELE ELEMI SZAMELMELETI TETEL
ALTALANOSITASA.

Tueisinéer bebizonyitotta, hogy a harmonikus sor részlet-

T =il

Osszegei, Z—. nem lehetnek egész szamok.! OsLATa altala-

= fiiomiis

nositotta e tételﬁ amennyiben bebizonyitotta, hogy 2 =

nem lehet egész szam, ha az an-ek pozitiv egész 5?.11'1101( és

(@m, m) = 1. KirscHAk® teljesen elemi bizonyitdsat adta annak
=i
a tételnek, hogy Z— nem lehet egész szdm, akiarmilyen po-

m=l
zitiv egész szdm is a k és az n.

Ezt a tételt fogjuk altalanositani, amennyiben a k, k+1,... k+n
specidlis szamtani sor helyett &ltaldnosabb szamtani sorokra
mutatjuk ki a tételt:

Legyenek a, d, n tetszéleges pozitiv egész szdmok ; az

1 1
+ a—i—d R ey a-+nd

kifejezés mem lehel egész szdm.

A bizonyitasnal feltehetjiik, hogy a és d relativ primszamok,
mert ha nem azok, ugy legnagyobb kozos osztojuk reciprokjat
(1)-bél kiemelve, a mdasik tényezd ismét (1) alakd, de a és d
most relativ primek. Ha tehat a tétel (a, d)=1 esetben igaz,
akkor ellenkezé esetben is érvényes.

(1

1 Tugismeer : Monatshefte fir Math. u. Phys., 26. k. (1915) 135. L
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2 EHDOS PAL.

Legyen el6szér d=4; a tébbi esetet targyalasunk végén ki-
lon-kiilon fogjuk elintézni.
A bizonyitds a kovetkezd segédtételen alapszik: az

a-+td, a+ 2d,... a-+nd (2

szdmok valamelyike ossthati oly p® primszdmhalvinnyal, mely
nagyobb n-nél,

Ha a segédtételt bebizonyitottuk, a bizonyitas tovdbbi me-
nete a kovetkezd. Legyen a - kd oszthaté pe-val, hol p* > n;
akkor nem létezhetik oly %-t6l kiilonbozo k'< n, hogy a4 k'd
is oszthatd vele. U. i. (a, d)=1 és a-+ kd oszthaté po-val,
tehdt (d, p) =1, mert ha nem, akkor a is oszthato p-vel ellen-
tétben avval, hogy (a, d) =1. Azonkivill ¢ sem lehet oszthato
p*-val, mert kiilonben kd is oszthato lenne vele, ami (d, p) =1
és k< p* miatt nem lehetséges.

Ha tehdt a + k'd is oszthaté volna p=-val, akkor

(k —k'yd = 0 (mod p%),
k—k =0 (mod p*

lenne, ami |k —k'| <n és p*>n miatt nem lehetséges.
Most vezessiik be az

(a+ d) (a + 2d)... (a + nd) = ! (a + nd) (3)
jelolést.
Ekkor (1)-t ily alakban irhatjuk:
a. a4+ nd)  a.l(a+ nd) a.!(a -+ nd)
S i G il i R s
(4)
e - ndd)
a. a -+ nd)

A szamldl6 tagjai egész szamok; tovabbd az P

tag az elébbiek szerint p-nek alacsonyabb hatvinydval oszthato,
mint a szamlalé tébbi tagja és a nevezd, tehdt (4) nem lehet
egiész szam. Q. e. d.

E szerint csak a segédtételt kell bebizonyitanunk.

Tegyiik fel e tétellel ellentétben, hogy az a+-d, a+2d,... a+nd
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sorozat tagjai mind csak p* <# primszimhatvinyokkal oszt-
hatok. Tekintsik az

a4+ n

JaFnd )

n!

kifejezést és vizsgiljuk meg, hogy végs6 rovidités utin mi ma-
rad a szamlaléban.

Legyen ¥ n < p <n; ekkor a nevezében p éppen [EJ-szer
fordul eld tényezd gyanant. Itt (] jelenti azt a legnagyoh{: egész

szamot, mely <. A szdmldl6ban, tekintve, hogy p* > n, fel-
tételink értelmében minden tényezében csak legfeljebb. elsé

hatvinyon, még pedig legfeljebb [§]+l—szer fordul elé té-
nyezoként. A rovidités utan legfeljebb p marad vissza.

Legyen ¥ n<p<V n, akkor a p a nevezének [EJ tényezdjé-
ben fordul els, ebbdl |— |-szer, mint p*. A sz:'f:nlalahan. te-
kintve, hogy p® > n, feltételiink értelmében minden tényezdben
legfeljebb méasodik hatvinyon fordul elé, még pedig 6sszesen
legfeljebb [%] -+ 1 tényezdben, ebhdl legfeljebb [%] -+ 1-3zer,
mint p®, tehiat révidités utdn legfeljebb p* marad a szdmliléban.

Ugyantigy beldthato, hogy ha“Vn < p < ¥/n, tigy a szdmlalé-
ban rovidités utan legfeljebb p® marad vissza. Tehit

Mﬁ Iy . IIp..
n! . ﬁ{pf_:_n %"’r_;{pgf; (6)
= Hp . Hpe . pi..

I e T o T

Misrészt azonban d =4 miatt
a+nd) a a a " .
Letat (2103 1d) S iz 0
(6) ég (T)-hol
< T pi. [T p... (8)

pEn mpEVn
9x
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Be fogjuk hizonyitani, hogy ez nem lehetséges. E célbol vizs-
giljuk meg a
ﬂn) _ (2m)!
(n T () @)

binomidlis koefficiens primosztoit.

(9) nyilvin oszthal6 minden n<p<2n primszimmal, mert a
szamldlé oszthatd vele, a nevezd viszont nem.

Ugyanigy belathato, hogy (9) oszthaté minden

Vn<p< VI 29
primszdmmal is.

Ugyanis ! Osszesen [%-] + [%E"‘] R [%]-szer tartal-
mazza p-t, viszont (2n)! Gsszesen
ﬂﬂ] [E'n] {ﬂn] [ ﬁ'?n:]
oo (DO o B PSR .. (RN {
[p+}3’+}?3+ +p"-‘+
Q
-gzer, tekintve, hogy feltételiink szerint {;T?:] =1.Tehat (9 ap

primszamot Gsszesen

RS e

-szer tartalmazza (mivel [2?”] =2 [}?"_D .

Jeloljik az elsé egész szamot, mely = a {x} jellel és legyen

n |n n
o, = ?’ a,=|—2-; youey Q= —9?,...,
ahol n tetszéleges egész szam; akkor

By =y = Oy == 0p =5
tovdibba

n n
ak<ﬁ+1=ﬂw+léﬂak+t+1;
tehat, minthogy a; és a1 egész szimok,

e < 2tpyy. (10)
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Legyén mar most m az elsé szdm, amelyre nézve %g 1;
akkor a@n =1. Vildgos, hogy 2a, =n. Tovabba (10) szerint az
am <Y < 20m, Om-1 <Y < 2m-1,0.. O <Y < 2a,

intervallumok hidny nélkiil fedik be az

I<y<mn
intervallumot.

Ugyantgy (10)-bél viligos, hogy az
‘.-l am] <y= [ifﬂam Vam 1 < ?)" = []/Q{Fm.._i]l
[V a] <y <[V2a)
intervallumok hiany nélkiil fedik be az
t<y<[Vn]

intervallumot. A % itt akdrmilyen egész szédmot jelent.
Az el6bbiekbdl kavetkezik, hogy

O i 11 pe. (2‘1') (2% ...(2“"‘); (11

e a, !\ a, Am

a jobboldal t. i. tobbszordse a baloldalnak. Most kimutatjuk,

h
- (20) (25)... (o) < b

ezt, (11)-gyel s (8)-cal egybevetve, eljutunk a kivant ellentmon-
dashoz.

Szamoldssal kénnyen meggyoézédhetink, hogy (12) igaz
n = 10-ig. Legyen n > 10 s tegyiik fel, hogy a tétel igaz min-
den n-nél kisebb szdmra; ekkor

() (24) )< (o, m
ay Qg am ay

amihez gy jutunk, hogy a tételt 2a, — 1-re alkalmazzuk;
2a, — 1-re t. i. a tétel igaz, mivel n> 2a, — 1 és

{Ea,éﬂl}:% {Ea,—i}_a’p
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Teljes indukeioval kénnyen meggydzddhetiink, hogy n = 5-re
(ﬂ“) < 4, tehit (13) szerint .

n
(2] 2. )<

Mérmost nyilvanvalo, hogy 2a, <n 41, 20, < a, + 1, és igy
a fenti kitevé a,+ 2a, — 2 < 2a,—1<mn, q. e d.

Most még hitra van a d =1, 2, 3 specidlis esetek vizsgalata.

A d=1 eset a Kinscuir-féle tétel.

A d=3 eset s altaliban ha d paratlan, ugyantgy bizonyit-
hatd, mint a Kirscmig-féle tétel.

Ugyanis legyen

a, a+@d+1), a+2@d+1,... at+n@d+1) (14)
a szamtani sor.

Legyen 2¢ a 2-nek legmagasabb halvinya, mellyel (14) va-
lamelyik tagja oszthato; azt dllitjuk, hogy ecsak egy olyan
i+ k(@d + 1) tag van, mely 2%-val oszthato.

Tegyiik fel az ellenkezdjét, hogy t. i. van még egy a-+k, (2d-4-1)
tag is, amely oszthato 2%-val. Akkor

a+k 2d+1)=x.2¢
és
a+k,(2d + 1) = y.29.
Itt # és y az @ maximalitisa miatt pdratlan szamok.
Legyen a+k(2d +1) és a+k, (2d +1) a (14) sor két leg-
kisebb oly tagja, mely 2¢-val oszthato.
A két tagot egymdshol kivonva:
oy — k) (2d + 1) = 2= (y — x),
és mivel y — & paros, azért
ky— k= 0 (mod 2°+1),
és igy k, & k miatt:
k,— k=241,

Azonban a + (k + 29) (2d + 1) oszthaté 2o-val és k> k 28,
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a mi k, minimalitasinak ellentmond. A tovabbi bizonyitds agy
torténik, mint az Altaldnos esetben.

Végiil legyen d = 2; mivel (1)-ben az elsé tag % s a tobbi

kisebb ennél, azért, ahhoz, hogy (1) egész szam lehessen leg-
alabb a +1 tagh6l kell hogy dlljon, azaz kell, hogy n=a
legyen. Tehat az

a, at+2 a+4,... a+2n (15)

szamsorozat utolsé tagja a + 2n =a+ 2a = 3a és a sorozat-
ban minden pdratlan szdm el6fordul, melyre nézve a <k < 3a
(mivel (a,d)=1 és a paratlan).

Eldofordul tehat koztiik 3 valamilyen hatvianya is. Ha tehat
3¢ a 3-nak legmagasabb hatvinya, mellyel (15) valamelyik tagja
oszthato, gy 3% = a és 3* is eléfordul (15) tagjai kozott; de
akkor nem lehet, hogy a sorozat egy mdsik tagja is oszthato
legyen 3%-val, mert ekkor 3« 4 2.3¢% = 3+! ig el6fordulna (15)-
ben, ami 3% maximalitisa miatt nem lehetséges. A tovibbi
kovetkeztetés Gigy torténik, mint az altalinos esetben.

Hasonlé modon, de kissé hosszabb szdamitésokkal bebizonyit-
hatjuk az utobb targyalt specidlis esetekre is a kovetkezd tételt:

Az

a, a+d,... a-+nd
szdmtani sorban van olyan a 4 kd tag, mely egy p primszémot
magasabb hatvinyon tartalmaz, mint a tébbi tag.

Ugyanesak be lehet bizonyitani a specidlis esetekre is, ter-
mészetesen d =1 kivételével, az dltaldnos esetre bizonyitott
segédtételiinket is.

OsLaTa tételének altalanositdsa, hogy t. i

oot

a .:H—d a+2d a—l—ﬂd

nem lehet egész szdm, ha (ax, @+ kd) =1, az 6 modszerével

bizonyithato.
: Erdds Pdl.
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] P. ERDOS.

VERALLGEMEINERUNG
EINES ELEMENTAR-ZAHLENTHEORETISCHEN SATZES
VON KURSCHAK.

m=n
. 1 : :
Herr Tomsmeer bewies, dass E— fiir keinen Wert von n eine
m

me=2
ganze Zahl darstelll. Herr Opuita gab eine Verallgemeinerung dieses

M=n
Satzes, indem er bewies, dass Z—Eﬂ keine ganze Zahl sein kann,
m=g - i
wenn (@m, m) =1 ist. KirscuAx bewies elementar, dass Z.i;i- bei
propy

keinem Werte von & und n eine ganze Zahl sein kann.
Hier wird dieser Satz folgendermassen verallgemeinert, indem statt
der speziellen arithmetischen Reihe

k’ k'!'ls--- k+ﬂ

allgemeinere arithmetische Reihen betrachtet werden.
Es seien a, d, n beliebige positive ganze Zahlen, dann st
1 1 1

e R B

keine ganze Zahl,
Der Grundgedanke des Beweises besteht darin, dass ein Glied a4 kd
angegeben wird, welches durch eine héhere Potenz einer Primzahl

teilbar ist, als die iibrigen Glieder.
Dies ergibt sich aus der Analyse der Primteiler der Ausdriicke: .

(a+d) (a+2d)...(a+nd) ixid (ﬂn)
! n

Paul Erdds.
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