Megoldasok a Gyakorlatokhoz

Gyakorlat 1.2. Hol irtuk az AxPh formulajaban, hogy a fénysebesség véges?

Megoldas: Az els6 valasz az, hogy nem definidltuk, hogy két pont 0sszekotd
egyenesének meredeksége mikor végtelen. A Q minden eleme végesnek szamit
ebbdl a szempontbol.

De érdemes tovabbmenni. Mit érthetiink azon, hogy egy egyenes mere-
deksége végtelen? Azt szoktuk mondani, hogy egy hatas végtelen gyorsan ter-
jed, ha 0 id6 alatt ér egyik helyrdl a masikra. (Régen azt hitték, hogy a fény
igy terjed.) Ez azt jelenti, hogy az egyenes vizszintes a téridédiagramban. A
p, q téridopontot 0sszekoto egyenes vizszintes ha p, = q; és ps # qs. Ezt nem
lehetséges ilyen alakban felirni: |ps — g5| = ¢+ |py — ¢¢| semmilyen c-vel sem.
Ezt irtuk a Fényaxiomaban, tehat ezzel kizartuk a vizszintes egyeneseket. Ha
|ps — qs| - ¢ = |pt — q;|-t Trtunk volna, akkor kizartuk volna az &ll6 egyenest, de
megengedtiik volna a fekvé egyenest. Végil, ha |ps —qs| - ¢+ |pr — q| - d = 0-t
irtunk volna, akkor mindenfajta egyenest megengedtiink volna. Tehat azt
is mondhatnank, hogy ott jelenik meg AxPh megfogalmazasaban, hogy a
fénysebesség nem végtelen, hogy kihagytuk a vizszintes egyeneseket (és ezek
legalabb kételemii részhalmazait) mint potencidlis fény életutakat. Kicsit
formalisabban fogalmazva, ott, hogy a ¢ szorzé nem az egyenloség masik
oldalan szerepel.

Gyakorlat 1.3. Fogalmazzuk meg, hogy a foton életitja egy egyenes rész-
halmaza (frjuk fel az egyenes képletét) és bizonyitsuk AxField, AxPh-bdl, hogy
ez igaz (tehat, hogy foton életitja egyenes részhalmaza).

Megoldas: Példaul a kovetkez6 formula megfogalmazza, amit akarunk:

¥m € 10b Vph € Ph 3p,q € Q* p#qA
Vr e Q' r € wline,,ph — 3z € Q r=p+z-(p—q).



Most pedig bizonyitjuk ezt a formulat AxField, AxPh és Gyak.1.6 felhasznala-
saval. Legyen m € IOb, ph € Ph és legyen H = wline,,ph. Azt kell belatnunk,
hogy H C ¢ valamely ¢ egyenesre. Ha |H| < 1, akkor ez trividlisan teljesiil
(AxField). Legyen |H| > 2, legyen p,q € H két kiilonb6z6 pont és legyen
¢ az az egyenes, ami p-t és -t Osszekoti. Pontosan egy ilyen van (AxField).
Azt latjuk be, hogy H C ¢. Legyen r € wline,,ph = H tetsz6leges. Akkor
p,q,r € wline,,ph miatt a p,q,r fotonharomszoget alkot, tehat elfajuld, 1d.
Gyak.1.6. (Megjegyzés: Gyak.l.6-ban az egész SpecRel-t hasznédlhattuk, de
balathatd, hogy elég lett volna csak a mostan megengedett két axiomat,
AxField, AxPh-t haszndlni.) Tehat p, q,r egy egyenesre esik, és ez akkor az az
¢ ami p-t és g-t Osszekoti. Tehat r € £, és készen vagyunk.

Gyakorlat 1.4. Jelolje AxPh azt az allitdst, amit AxPh -bél kapunk gy,
hogy hozzatessziik, hogy a fénysebesség nem nulla, azaz Ym € |I0b Vph €
Ph Vp,q € wline,,ph (p # q — ps # ¢s). Bizonyitsuk AxField, AxPh™ és
AxSelf-bdl, hogy a megfigyel6k nem fotonok. (Minden z-re I0b(z) -b6l kvet-
kezik, hogy nem Ph(z).) Bizonyitsuk, hogy ez nem igaz, ha AxPh™ helyett
AxPh-t hasznalunk.

Megoldas: Csak azt a részt irjuk le, hogy ha ¢ = 0, akkor nem kovetkezik
SpecRel, = SpecRel — AxSymd-bél, hogy 10b N Ph = 0. Ezt ugy bizonyitjuk,
hogy megadjuk egy modelljét SpecRel,-nak, ahol 10b és Ph nem diszjunkt,
s6t olyan, hogy egyik sem része a masiknak. Legyen (Q, +, -) tetsz6leges test,
amiben AxField teljesil. Ilyen van, pl. a valds szamok teste ilyen. Legyen
Ph = Q? 10b = {(0,0,0),k} ahol k ¢ Q*, és legyen B = PhUIOb. Definialjuk
a W vildgképrelaciot gy, hogy (0,0, 0) vildgképében és k vilagképében is az
(x,y, z) bodi életitja a (z,y, z) pontra emelt fiiggéleges egyenes:

W((0,0,0),p, (z,y,2)) < W(k,p, (z,y,2)) < (3t € Qp = (t,2,y, 2),
tovabba k élettutja az idétengely
W((0,0,0),p, k) < W(k,p, k) < (3t € Q)p = (¢,0,0,0).

Legyen M = (Q, +, -, B, 10b, Ph, W), ezzel megadtuk az M modellt. Kénnyt
ellendrizni, hogy M |= SpecRel, tovabba IOb és Ph Gsszemetsz de egyik sem
része a masiknak.

Gyakorlat 1.6. Bizonyitsuk be SpecRel-bdl, hogy nincs fotonutakbdl allé
nem-elfajulé haromszog. Pontosabban, nincs harom kiilonb6z6 koordinata-
pont, hogy barmely kett6t foton kot 6ssze (meredeksége 1) és a harom pont
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nincs egy egyenesen. Formalisan, bizonyitsuk be, hogy Vm € 10b Vp,q,r €
Q* [(3ph € Ph p,q € wline,,(ph) A Iph € Ph p,r € wline,,(ph) A Iph €
Ph q,r € wline,,(ph)) = Jz € Q r=p+z-(p —q)].

Megoldas: SpecRel-bol csak AxField, AxPh-t fogjuk hasznalni a megoldasban,
hogy hasznalhassuk az eredményt a Gyak.1.3 megoldasaban. Legyen p,q,r
kiilonbo6zo, fotonokkal Osszekdtve, és legyen ¢ a fénysebesség. Feltehetjiik,
hogy ¢ # 0, mert kiilonben készen vagyunk.

Hérom szemléletes geometriai allitasra is visszavezetjiik ezt a feladatot az
AxPh segitségével, és aztan e geometriai allitasokat lehet bizonyitani AxField-
bol.

a.) Mivel p, g-t foton koti Ossze, azért g rajta van a p-bél indulé fénykipon.
Mivel mind p, -t mind ¢, -t foton koti Ossze, azért r rajta van a p-bol in-
dulé és a ¢-bol indulé fénykipok metszetén. Mivel ¢ rajta van a p-bol indulé
fénykupon, e két fénykup metszete egy egyenes.

b.) Toljuk el a gr szakaszt parhuzamosan a p pontba, azaz legyen r’ =
r+q—p. Ekkor p, r’-t is foton koti 6ssze AxPh szerint, hiszen pr’ meredeksége
ugyanaz, mint gqr-é. Ekkor a p,q,r sikban a ¢ pontbdl harom fényegyenes
indul ki, pg, pr és pr’. Mivel minden sikban minden ponton legfeljebb kett&
kiillonboz6 fényegyenes indul ki (bizonyitandé AxField-bél), azért a harom
fényegyenes koziil valamelyik ketté egybeesik, ami azt jelenti, hogy a p, q,r
haromszog elfajulo.

c.) Mivel Q rendezett, azért py, q;, r; valamilyen sorrendben fordulnak el6
Q-ban, mondjuk p; < ¢ < r;. Ekkor

(1) |7”t—pt| = |7“t—Qt|+|Qt_Pt|-

Mivel p, g, r-t foton koti 6ssze, AxPh-bdl kapjuk, hogy

(2) c-|re —pel = |rs —ps|s ¢ e — @) = |rs — ¢l ¢+ |ae — pe| = |gs — psl-

Most (1) és ¢ # 0-bdl kapjuk, hogy |rs — ps| = |rs — qs| + |qs — ps|. Azaz, Q*-
ban ps, qs, 7s olyan haromszoget alkot, ahol az egyik oldal hossza a masik két
oldal hosszanak Osszege. Ez csak 1gy lehetséges, hogy a haromszog elfajulo.
(Bizonyitand6 AxField-bél.) Tehat ps, gs, 75 egy egyenesen van, igy p, q,r egy
sikban van. Mivel pg meredeksége ¢ ugyanannyi, mint ¢gr meredeksége (az is
¢), ebbél kovetkezik, hogy p, q,r egy egyenesen van.

Példaképpen bizonyitjuk most az utébbi, c.)-ben kapott allitdst AxField-
bél. Tegyiik fel, hogy a p, ¢, € Q* pontok olyanok, hogy a pr szakasz hosza



egyenlo a pq és qr szakaszok hosszanak 0sszegével. Bizonyitjuk, hogy a ¢ rajta
van a pr egyenesen. Hasznalni fogjuk a Q* elemein az un. skaldrszorzast

P-q=D1-q1+D2 G2+ DP3-qs.

A skalérszorzas additiv (azaz (p+¢q) -7 = p-r+q-r), Q elemével vald
szorzas kiemelheto (azaz (zp)-q = x(p- q)), a pq szakasz hosszanak négyzete
(p—q) - (p—q), amit (p — q)*-el is jeloliink, tovdbba a pq egyenes merdleges
az rs egyenesre csakkor ha (p —q) - (r —s) = 0.

Legyen ¢ a ¢-bol a pr egyenesre hiizott meréleges pr-el vett metszéspontja,
azaz

p=7r)-(¢d—q)=0, é ¢ =p+x(p—r) valamely x € Q-ra.

Ilyen ¢ van: a fenti egyenletrendszert kell xz-re megoldani, hasznéljuk a
skalarszorzas fent nevezett tulajdonsigait:

p—r)-(p+z(p—r)—q) =0,
(p—r)-(p—q)+alp—r)*=0,
z=(p—r)-(p—q)/(p—1)

Namost p, q, ¢ ésr, q, ¢’ derékszogli haromszogek, ilyenekben az 4t16 hosszabb
mint a befogd és csak akkor egyenl6 ha a haromszog elfajuld, ezt most bi-
zonyitjuk. Pontosabban, azt bizonyitjuk, hogy egy derékszogii haromszogben
az atlo hossznégyzete egyenldé a befogok hossznégyzetének osszegével, ebbdl
kovetkezik a bizonyitando allitas.

Tehét azt kell bizonyitani, hogy (p — ¢)* = (p — ¢')* + (¢ — ¢')* ahol
(p—¢) - (q—¢) = 0. Feltehetjiik, hogy ¢ = (0,0,0) (parhuzamos eltolasok
miatt, enélkiil is konnyi végigszamolni, csak tobb betl lesz). Tehat, kell,
hogy (p — q)* = p* + ¢* és tudjuk, hogy p- ¢ = 0. Ez rogton adédik a
skaldrszorzds fent emlitett tulajdonsagaibdl: (p—q)* = p*+q¢*>—2p-q = p*+¢>.

Visszatériink most az eredeti p,q,7 € Q! pontjainkhoz. Tehédt eddig
kaptuk, hogy ps, ¢s, s egy egyenesen van, azaz qs — ps = x(rs — qs) valamey
x € Q-ra. EbbSL, p; < q; < ri-bél és (2)-bél kapjuk, hogy ¢, — pr = x(r — q),
tehdt ¢ — p = z(r — q), azaz p, q,r egy egyenesen van.

Gyakorlat 1.7. Bizonyitsuk SpecRel-b6l, hogy minden megfigyelé min-
den eseményt legfeljebb egyszer (egy koordindtaponton) lat. Formadlisan



vm € 10b Vp,qg € Q* p # q — Ib € B =[W(m,b,p) < W(m,b,q)|, azaz
Vm € 10b Vp,q € Q" p # q — evyu(p) # evi(q).

Megoldas: Fotonokat célszerli keresni, mert az 6 létezésiiket posztulalja
egy axiéoma. A p ponton atmegy legaldabb két kiilonb6zo fotonéletut, mond-
juk legyen p’ = (p1 + 1,pa + 1,p3,pa) és p" = (p1 — 1,p2 + 1, p3,p4), ekkor
p,p és p,p” meredeksége 1, legyen phy, ph, két foton aki Gsszekdti Gket a
Fényaxioma szerint. Legyen £y a p, p’-on, és {1 a p, p”-on atfektetett egyenes.
Ezek kiillonbozok, ezért legfeljebb az egyik mehet csak at a ¢ ponton, mondjuk
g elkeriili a g-t. Akkor a phy foton nem fordul el6 a g-beli eseményben, mert
phy életitja része az {y egyenesnek a Gyak.1.3 szerint. Tehdt phy € ev,,(p)
és phy & evi,(q), vagyis ev,,(p) # evp(q), ami a bizonyitandé volt.



