RELATIVITASELMELET LOGIKUS ALAPON

Andréka Hajnal, Madarasz Judit, Németi Istvan & Péter, Székely Gergely, Tordai
Renata.

A jelen prezentacio tartalma és formaja tobb ember
munkaja, itt vannak. A prezentacié anyaga fent lesz jegyzet
formajaban az Interneten (Németi Istvan honlapjan), a
jelen 6ra anyaga felkerul a hétvégén. Lesznek gyakorlatok
is a jegyzetben. A gyakorlatok megoldasai felkerilnek az
Internetre 1-2 hét késéssel hogy legyen id6 gondolkodni
rajtuk. Amig nincs fent a megoldas, be lehet adni a
megoldasokat, és az évvégi jegy megadasanal beszamitasra
kertlnek.

Az altalanos relativitaselmélet és a fekete lyukak elmélete
nagyon izgalmas uttoré fejezetei a mai tudomanynak.

GR and BH theory are extremely exciting, new frontier
areas of science. It is an inviting application area for logic
and logicians. We claim that logic can be fruitfully applied
in this field.



1. RESZ

Specialis Relativitaselmélet

A bevezetés utan a specialis relativitaselmélettel
kezdjuk.

After the Intro, we begin with special relativity
theory.



EINSTEIN FENYORAJA

Ez Einstein fényoraja. Errdl tobb sz6 lesz majd egy
kovetkezb el6adasban.



SPECREL NYELVE

(B,IOb,Ph,Q,+,-,W)

Bodies (probatestek), Inertial Observers (inercialis megfigyeldk), Photons (fotonok),
Quantities(mennyiségek), szokasos mlveletek rajta, Worldview (vilagkép)

Q = szamegyenes

IOb Ph

QW

Mik lesznek az alapfogalmaink (amiket nem analizalunk, nem bontunk tébb kicsi részre ebben a
nyelvben)?

Mozgasroél akarunk beszélni. A mozgas idébeli helyvaltoztatas. Az id6t és helyet koordinatakkal
jeloljik meg. A mozgast kiilonboz6 ,, megfigyel6k nézik”, a ,,megfigyel§” szines sz6 arra, hogy
koordinatarendszer és ,nézi”, ,latja”, ,megfigyeli” szines szavak arra, hogy a
koordinatarendszerben igy van. Azokat a dolgokat, amiknek mozgasat figyeljik, szines széval
,testeknek” vagy , bodiknak” hivjuk (B). Ezek barmik lehetnek, amik mozoghatnak (amiket
jegyziink a koordinatarendszerben), pl koordinatarendszerek (lirhajék), elképzelt eldobott
absztrakt kdvek (probatestek), sulypont, fényjelek, elektromagneses hulldmok (fotonok), stb.
Kitlintetett testek a koordinatarendszerek (I0b, inercidlis megfigyel6k), és fotonok (Ph). A
vilagképrelacié (W) mondja meg, hogy egy megfigyel6 mely bodikat mely koordinatapontokon
,lat”. A masik fajta dolog, amirél beszéliink, azok a mennyiségek, amivel koordinatazunk és a
rajtuk levé miveletek (Q,+,'). Ez fizikaban legtobbszor a valds szamok és a rajta értelmezett
m{(iveletek az 6sszeadas, szorzas.

Ezek (B, IOb, Ph, W, Q,+,) az alapfogalmaink ebben a nyelvben. Ezeknek az alapfogalmaknak
,jelentést” majd az axiomak adnak (ugyanugy mint pl ahogyan a geometridban a pontoknak és
egyeneseknek a jelentését az axidmak adjak meg, amiket réluk kikotiink). Arrél ebben az
elméletben nem beszéliink, hogy a koordinatarendszerek, mennyiségek stb hogyan keletkeznek,
ezek alapfogalmak a most bevezetendé konkrét SpecRel elméletben. KésGbb, mas elméletekben
majd beszéliink arrdl is, hogy hogyan keletkezik egy koordinatarendszer, honnan jonnek a
mennyiségek.

Ezekkel az alapfogalmakkal felirt elsérend(i formulakat fogunk hasznalni. Azaz: Az
alapfogalmakkal mondjuk ki a témondatokat, és ezeket az és, nem, kévetkezik, vagy mondattani
kapcsoldkkal kotjiik 6ssze 6sszetett mondatokka. A létezik és minden kvantorokkal Uj
mondatokat csinalunk régiekbdl. A nyelv definicidjarél bévebb anyag van a honlapon.

We represent motion by changing place in time, we represent place and time by coordinates.
Observer is picturesc word for coordinate system.



SPECREL NYELVE
W < IObx Q" x B

W(m, f/x Yy Z, b) & az“m” megfigyelé szamara a “t xy 2 koordanatakban
a “b” test jelen van

m

b (vilagvonal)

X

y
Vilagvonal (worldline): wline,, (b) :={p € Q*: W (m,p,b)}

Mozgas reprezentdldsa koordinatarendszerben. Q*a Q
elemeibdl allo négyesek halmazat jel6li, ezeket
koordinatapontoknak hivjuk és altalaban p-vel vagy g-val
jeloljak. p=(py,.--,P4)-

Hogyan reprezentalunk mozgdast? A mozgo testet berajzoljuk a
(t,x,y,z) koordindtaju pontba, ha a koordinatarendszer szerinti
t idépontbana b test a koordinatarendszer szerinti (x,y,z)
helyen volt. Ha ezt minden t id6pontra berajzoljuk, akkor
kapjuk a b test életutjat vagy vilagvonalat (komolykasabb
szoval). Az életut el6nye, hogy a mozgdast geometriailag
abrazoltuk (annak aran, hogy egy extra dimenziot, az idé6t, fel
kellett venni a rajzba). A megfigyel6 vilagképe a
koordinatarendszerbe berajzolt 6sszes életutat jelenti.

Axiom O: Every observer coordinates his world by 4
coordinates, 1 time coord. and 3 space coords. This axiom is
built into the language. Worldview: this is how we illustrate
the worldview relation W. Worldline: body b is present for
observer m at these coordinates.






Mozgas reprezentalasa koordinatarendszerben.
Gyakorlott nyomolvaso az életutbol konnyen
rekonstrualja a mozgast, példaul a piros vonal hogy
milyen mozgas volt.

J6jjenek hat az axidmak. Erdemes lesz odafigyelni az
axiomakra és egy kicsit korialjarni 6ket, mert ezekkel
fogunk egyuttélni 3 hénapig.



SPECREL AXIOMAI: TEST AXIOMA

AxField

Az 6sszeadas €s szorzas néhany szokasos tulajdonsaga:
Q elrendezett test, amiben a pozitiv szamoknak van
négyzetgyoke (ordered Euclidean field).

Azt mondtuk, hogy egy axioma van, a Fény Axioma.
Mivel a sebesség miatt tavolsagokrol is kell
beszélnlink benne, ezért célszerl el6szo6r mégis a
mennyiségek jelentését megadni az axiomaikkal.

Ordered Euclidean field means that positive
members have square roots. They are called
Euclidean fields because of their role in Tarski's FOL
axiomatization of Euclidean geometry.

This is a ,,mathematical” axiom, physicists use it
tacitly.



A TESTAXIOMA RESZLETESEBBEN

1. A(Q, +, ) test absztrakt algebrai értelemben
0, -, 1,/ levezetett mlveletekkel, azaz

1a. (Q, +,—, 0) kommutativ csoport, azaz
x+(y+z) = (x+y)+z, a+ asszociativ

x+0 =0, a + nullelemes
X+ -x=0, a + invertalhato
X+y = y+X, a + kommutativ.

1b.  (Q*,-,/, 1) is kommutativ csoport, ahol Q*
a Q-nak a 0-tél kulénb6z6 elemeinek halmaza,
1c. X (y+z) = (x - y) + (X 2) , a szorzas additiv.

2. Eiy(x = y2 or —x = yz), x-nek vagy —x-nek van négyzetgyoke

d
3. A x < ye 3z(y — x = z2) képlettel definialt relacio linearis
rendezés, azaz tranzitiv és két kilonb6z6 mennyiség pontosan
egyféleképpen hasonlithaté 6ssze (egyik kisebb mint a masik).

Gyakorlat 1.1 Mutassuk meg, hogy a 3. ekvivalens
(az 1,2 mellett) a kdvetkez6 egyszer(ibb allitassal :

Ha harom négyzetszam Osszege nulla, akkor ezen
négyzetszamok mindegyike nulla, azaz

x2+y2+z?=0 implies x=0.

Gyakorlat 1.8 Mutassuk meg, hogy AxField-bdl
kovetkezik, hogy Q végtelen. Mutassuk meg, hogy a
racionalis szamoknak az 6sszeadas és szorzassal vett
teste részalgebraja a mennyiségek (Q,+,:) testének.



SPECREL AXIOMAI: A FENYAXIOMA

AxPh

Minden inercidlis megfigyelo vilagképében a fény sebessége mindenditt
€s minden iranyban ugyanannyi és véges. Tovabba, mindenitt minden
iranyba ki lehet kiildeni egy fotont.

At |8
ph, Formalisan:

o, ph, (vm € 10b)(3c € Q)(Vp,q € Q%)

Ips — qsl = ¢+ Ipe — q.|

o d

(3ph € Ph) p, q € wline,,(ph)

ahol pg = (Pz;P3,P4> és Py = Py .
{1, 70 e 1) Z\/r12+r22+»--+;~7‘2

Gyakorlat 1.2: Hol irtuk az AxPh formulajaban, hogy
a fénysebesseg véges?

Gyakorlat 1.3: Fogalmazzuk meg, hogy a foton
életutja egy egyenes részhalmaza (irjuk fel az
egyenes képletét) és bizonyitsuk AxField,AxPh-bdl,
hogy ez igaz.

A p pontbdl kiinduld fénykup azon fotonéletutaknak
az uniodja, melyeknek eleme a p pont. Fénykup,
nyomolvasas, fénygomb.

This axiom is the outcome of the Michelson&Morley
experiment. Besides M&M this is being tested since
then, nowadays it is tested by GPS technology. Key
axiom, with a physical meaning.

10



SEBESSEG

Mi a sebesség?

P = (P1,P2,P3,Ps)

Pt = D1 D — Qo= i
—&Gt q
Ps = (P2, P3,Pa)

v(p,q) = (ps — qs) / (e — q0) 111

v (b) = ¢ © Vp,qewline,(b) ¢ = (ps — q5) / (or — q¢)

p. a p id6komponense, p, a p térkomponense.
v(p,q) a p,q-—n atfektetett egyenes meredeksége.
v_(b)a b sebessége az m vilagképében, ez akkor
|étezik ha b vilagvonala az m vilagképében
egyenes részhalmaza.

11



SPECREL AXIOMAI

Mi a sebesség?

P = (P1,D02,P3,Ps)

bt = N1
ps T (Pz'P3'P4) q:*..

Ha b életutja egyenes, akkor a sebességet igy tudjuk
abrazolni.

V.. (b) = speed of b relative to m. Space-component
of p is denoted by p,, time-component of p is
denoted by p,. This is how we formalize speed by
using the field-structure of our theory (if the
worldline of b is a subset of a straight line). In the
picture you can replace 1 and v, (b) by t and t-
v,,(b).

12



SPECREL AXIOMAI: A FENYAXIOMA

'T‘ (vm € 10b)(3c € Q)(V¥p,q € Q%)

|
¥

y

L d

Ips — g5l = ¢ Ipe — q¢l ]

(3ph € Ph) p, q € wline,,(ph)

p
Pe — 4 P: — q;

i i

Ps — s Ps — Qs

A Fényaxioma formuldjanak magyarazasa: Ide masoltuk az
axioma formalis kimondasat. Az els6 sor azt mondja, hogy a
p,q —t 0sszekotd egyenes meredeksége c, és a masodik sor azt
mondja, hogy 6sszekoti a két pontot egy fotonéletut.

A formula egyrészt azt mondja, hogyha a p-t és gq—t
0sszekdt6 egyenes meredeksége a fénysebesség, akkor van
fotonéletut, ami p —t és q—t 6sszekoti. Ez annak formalizaltja,
hogy minden iranyban ki lehet I6ni egy fotont. A formula
masrészt azt mondja, hogyha vesziink tetsz6leges két p,q
pontot egy fotonéletutrdl, akkor az ket 6sszekotd egyenes
meredeksége a fénysebesség. Ez annak a formalizaltja, hogy a
fény sebessége mindenutt és minden iranyban ugyanaz.

Az axidma megengedi (de nem kényszeriti persze), hogy
minden megfigyel6 vilagképében mas legyen a fénysebesség.

This axiom is the outcome of the Michelson&Morley
experiment. Besides M&M this is being tested since then,
nowadays it is tested by GPS technology. Key axiom, with a
physical meaning.

13



SPECREL AXIOMAI: AZ ESEMENYAXIOMA

AXEv

Ugyanazokat az eseményeket koordinatazzak a megfigyelok.

m bj_ k b1

y y

Formalisan:  (Ym, k € I0b)(Vp € Q%)
(3p’ € Q) (vbh)[W(m,p,b) = W(k,p',b)]

Az axioma azt mondja, hogy van egy objektiv kilvilag, amit
a megfigyel6k néznek. Eseménynek két vagy tobb bodi
talalkozasat nevezzuk. Ez az axioma két megfigyel6
vilagképének kapcsolatarol szol.

Barmely két m,k megfigyel6re és p koordinatapontra
igaz, hogy van egy p” pont, hogy az m megfigyel6
ugyanazokat a bodikat latja a p-ben, minta k megfigyel6
a p” -ben. Tehat, az m ugyanazt az eseményt latjaa p
pontban, amita k lata p” pontban. Tehat ha m lat egy
eseményt valahol (pl a p pontban), akkor a tetsz6leges
masik k megfigyeld is |atja azt az eseményt (valahol, pl a
p” pontban).

These bodies are possible bodies (=test particles). The
same events exist for all observers. ,sees” = coordinatizes.
This means that there is an outside reality (or, all observers
talk about the same outside reality).

14



SPECREL AXIOMAI: AZ ENAXIOMA

AxSelf
Az inercialis megfigyelok magukat az origbban allni latjak.
m At

t = a megfigyeld vilagvonala

m

Formalisan: (vm € 10b)(Vp € Q%)
W(impm) e p,=p;=p, =0

Az Enaxidma azt mondja, hogy a koordinatarendszert olyan
bodival személyesitjik meg, aki az origdban csticsul.
Elhagyhato ha a koordinatarendszerek (azaz megfigyel6k)
kiilon fajta |étez6k lennének (Uj szort a nyelven). Ez
adminisztrativ axioma.

Gyakorlat 1.4: Bizonyitsuk AxField, AxPh és AxSelf-bél,
hogy a megfigyel6k nem fotonok ha a fénysebesség nem

nulla. (Minden x-re 10b(x) —bdl kbvetkezik, hogy nem
Ph(x).)

The last two axioms, AxSelf and AxSymd, are , book-
keeping”, simplifying axioms. We could leave them out and
nothing would be lost, only the formalizations of the
theorems would become more complicated.

15



SPECREL AXIOMAI: A SZIMMETRIAAXIOMA
AxSymd

Ha két megfigyel6 mindegyike egyidejlinek lat két eseményt, akkor
megegyeznek abban, hogy milyen tavol tértént ez a két esemény
egymastol. Tovabba, a fénysebesseg 1 minden megfigyeld
vilagképeben.

Formalisan: (Vm,k € I0b)(Vp,q,p’,q" € Q%)
[pe = qe AP'e = @'c A evy(p) = evi (@) A ey, (q) = evi(q)]
= |ps — g5l = Ip's — d'sl
(Vm € 10b)(Vph € Ph)(Vp,q € wline,,(ph))Ips — qs| = |p: — gl

evy,(p) = {b € B:W(m,p,b)} az esemény ami a p helyen az m vilagképében
eléfordul

Ez az axioma azt mondja, hogy a kilénboz6 megfigyel6k
ugyanazokat a mértékegységeket hasznaljak. Arravald, hogy ne
kelljen mértékegységeket konvertalni allanddan. A mozgas elmélete
nem errdl a konvertalasrdl szol.

Symmetry axiom: all observers use the same units of measurements.
This is a simplifying axiom. SpecRel without symmetry axiom
(SpecRel,) already proves all the important predictions of usual
special relativity with the only exception that in SpecRel, different
observers might use different units of measurements. The
assumption that all observers use the same units of measurements
is clearly of a book-keeping nature only and therefore it is
expendable. So we could, in principle, regard SpecRel, as the full
theory of SR. However, this would lead to complicated formulation
of the important theorems and the complications would go in a
completely irrelevant direction. Therefore we add to SpecRel, the
so-called symmetry axiom, a simplifying principle. It is important to
note that the symmetry axiom has no deep physical content, it is
only conventional, by assuming it we do not use any relevant
information.

16



SPECREL AXIOMAI: A SZIMMETRIAAXIOMA

q Wk

A szimmetria axioma abrazolasa.

17



SPECREL

SpecRel = {AxField, AxPh, AxEv, AxSelf, AxSymd}

SpecRel Theorems
= Thm3
o ' Thmé

AxSelf .

AxSymd Proofs

B

5 axioms, AxPh is the most important one of them.
We have paid, what do we get for our price?

18



SPECREL

Thm1

SpecRel + NoFTL travel

d
NoFTL & (vm, k € 10b)[v,, (k)| < [v, (9B
for some ph € Ph

Thm1 bizonyitasarol: Kés6bb majd bizonyitani fogjuk,
hogy minden megfigyelb életutja egyenes, tehat a
v,,(k) 1étezik. Most azt bizonyitjuk, hogy k életutjan
akarmely p,g pontraigaz, hogy meredekségik
kisebb mint 1 (azaz v(p,q)<1).

This will be our generic example for “fancy theorem”
from “plain axioms”. Analog case will be Emc? in
place of NoFTL. NoFTL is removed from the cost-side
and is put on the gain-side. Bonus: we can tackle
“why type” questions, i.e., which axioms to weaken
or leave out to get “FTL”".

19



SPECREL Thm1 (NoFTL) bizonyitasa:

Legyen m,k € I0b és p,q € wline,, (k).
Tfh. v(p,q@) > v,,(ph") egy ph’ fotonra. Ellentmondast vezetiink le.

Erintd sik - AxField

," phi ’ - AxPh

} 1 - AxSelf
\ ’ - AXEv

4 k kérdi m -et: hol talalkozott ph és phl ?

Bizonyitasvazlat: Tegylik fel, hogy m vilagképében k fénynél
gyorsabban mozog. Legyen p,q két kiilonb6z6 pont a k életdtjan (m
vilagképében). Az, hogy k fénynél gyorsabban mozog, azt jelenti, hogy
k életutja a p-bdlinduld fénykupon (= a p-n athaladd 6sszes foton
életutjanak unidja) kivil halad. A fénykup szabalyos kip AxPh miatt.
Emiatt van egy sik, ami tartalmazza p,q—t és érinti a kupot ( AxField
miatt, mert AxField biztositja, hogy masodfoku egyenleteket pontosan
ugy oldjunk meg mint a valds szamok korében). Legyen ph egy foton,
aminek életutja a kup és ezen sik metszete. Van ilyen AxPh miatt.
(Pontosabban, AxPh jelen alakja csak azt mondja, hogy ez az egyenes
fotonéletutak unidja, és nem feltétlenil egy darab foton életutja. De ez
kdnnyen megkerilhetd a bizonyitas kis elbonyolitasaval. Ld.
Gyakorlatok.) Koltozziink most at k vilagképébe. AxSelf és AxEv
miatt, a p-ben és g-ban m vilagképében el6fordulé események k
vilagképében az id6tengelyen fordulnak el6. Megint AxField miatt, van
egy ugyanolyan meredekségl egyenes mint ph k vilagképbeli életutja,
ami el is metszi ph életutjat. Legyen ez egy phl foton életutja
(AxPh). Tehat ph és ph1l taldlkoznak k vilagképében. Menjlink vissza
most m vilagképébe. Nézziik phl életutjat az m vilagképében. Ha ez
nincs benne az érintd sikban, akkor nem metszi a ph életutjat, mert az
benne van. Ha meg az érint6 sikban van, akkor meg azért nem metszi,
mert abban minden fotonéletdt parhuzamos egymassalésa p és g
pontok kilonb6z6ek. Tehat ph és phl nem talalkoznak m
vildgképében, és ez az AXEv nem teljesiilését jelenti.

20



SPECREL

Fogalmi analizis
Mely axiomakra volt szikség és miért

Project:
Tapogassuk ki a NOFTL tétel érvényessegi
hatarait

Hogyan lehet az axiomainkat gyengiteni, hogy
NOFTL ne legyen tétel

Mivel axiomatikus kozelitésben dolgozunk, lehet
vizsgalni, hogy mely axiomakat kell elhagyni vagy
gyengiteni, hogy a NoFTL mar ne kovetkezzen. Mivel
els6rendU logikaban dolgozunk, lehet olyan
allitasokat is bizonyitani, hogy egy allitas nem
kovetkezik.

Why type questions. E.g., preparing the road to
future theories like Quantum Gravity.

21



SPECREL

728
o

Igor D. Novikov,
September 3 Budapest:

The River of
Time

Why type questions. Példaul, ha csak egy egyenesen
valé mozgasokat figyelliink (azaz a téridénk 2
dimenzids), akkor lehet fénynél gyorsabban mozogni
megfigyel6nek is. Altaldban: ha az id6dimenzidk
szama (vajon hogyan lehet ez 1-nél tobb) megegyezik
a térdimenzidk szamaval, akkor lehet fénynél
gyorsabban utazni megfigyel6nek. A fénynél
gyorsabb mozgas 6sszefugg az id6utazassal.

22



RELATIVISZTIKUS HATASOK

Thm2

Mozgo érak elallitdédnak.
A Kapitany szerint a két 6ra ugyanazt az idét mutatja.

This is the first and most important paradigmatic effect.

The picture shows a spaceship as seen by an observer
moving relative to the ship. Captain claims that the two
clocks show the same time.

The paradigmatic effects of SR are about comparing the
worldviews of inertial observers moving relative to each
other. Next slide shows formal statement of the theorem.

This effect has deep philosophical consequences. E.g.,
there is no such thing as absolute present (only present
relative to an observer). Most of the fancy, exciting things
in Relativity and Cosmology are based on this Thm!
Contradicts common sense. Like in models of set theory:
external properties and internal properties (e.g., size of a
set) may differ.

Paves the road for proving completeness theorem.

23



MOZGO ORAK ELALLITODNAK

Thm2 (6raelallitddas formalisan) Tth SpecRel.

Legyen m,k € I0Ob és tfh az e, e’ események egyidejliek m szamara,
azaz loc,,(e), = loc,,(€"),

(1) Tfh e, e az m mozgasanak iranyaban szeparaltak k vilagképében,
azaz loc,(e)s — locg(€)s Il vi(m)

Akkor |loc(e), — loci(e").| = |loc (e)s — locy (€)s] * [vx(m)]

m

P
*m

This is the formal statement of the (first part of the)
effect. Only the formal statement has to be taken
dead seriously (we can consult this if there is any
confusion or misunderstanding).

Events in the direction of motion do get out of
synchronism.

24



ESEMENY LOKACIOJA EGY VILAGKEPBEN

y

loc, (e)=p < ey,(p)=e

e =,b, és b, talalkozasa”

Loc,,(e) az a koordinatapont, ahol m latja e-t
megtorténni. Ez az event-fuggvény inverze.

Gyakorlat 1.7: Bizonyitsuk SpecRel-bél, hogy minden
megfigyel6 minden eseményt legfeljebb egyszer |lat.

Id6koordinataja . Felcsapddo, beddld. Mese: tér és
id6 felcserél6dése n=2 —re. Szerepe feketelyukak
eseményhorizontjanal.

25



MOZGO ORAK ELALLITODNAK

(2) e, e’ egyidejliek k szamara is
(=

e, e’ merdlegesen szeparaltak v,(m)-re a k vilagképében
azaz loc,(e)s — loc,(€")s L vi(m)

k

This is the formal statement of the second part of
the effect. Events separated orthogonally to the
motion do not get out of synchronism, moreover
only these do not get out of synchronism. Ez fontos
lesz majd a szimmetria axioma hasznalatakor.
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ORAELALLITODAS BIZONYITASA

A bizonyitasban hasznalni fogunk két segédallitast, amit a
kévetkez6 oran eliminalunk majd a bizonyitasbol.

EgyenesAx: Minden megfigyeld életutja egyenes barmely masik
megfigyeld vilagképében.

KisérletAx: Minden 1-nél meredekebb (azaz fénynél lassabb)
egyenes életutja valamely megfigyelének, minden vilagképben.

KisérletAx-bdl csak azt fogjuk hasznalni, hogy minden pontra le
lehet allitani egy megfigyelét (azaz hogy a nulla sebességl
egyenesek megfigyeléeletutak).

Jové 6ran bizonyitjuk SpecRel-bdl:

Tetel: Egy vilagképben egy egyenesre felf(izétt eseményeket
minden megfigyel6 egyenesre felflizve latja. (Ez tehat
megfigyeléfuggetlen tulajdonsag.)

Az EgyenesAx kdvetkezik a Tételbdl az Enaxidoma
hasznalataval. A KisérletAx nem kovetkezik
SpecRelbdl, viszont a KisérletAx-bol csak a Tétel
allitasat fogjuk hasznalni a bizonyitasban (miszerint
az ,,egyenesre felflizve lenni” megfigyel6fliggetlen
allitas).
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VILAGKEPEK KOZOTTI ATMENET

Jovo oran bizonyitjuk SpecRel-bél:

Tetel: Egy vilagképben egy egyenesre felf(izétt eseményeket minden mas
megfigyeld is egyenesre felflizve latja. (Ez tehat megfigyel6fluggetlien
tulajdonsag.)

t t

Kétféle dolgot bizonyitunk tulajdonsagokrol,
nevezetesen hogy megfigyel6fliggbek vagy
megfigyel6fluggetlenek. Thm.2 azt mondja, hogy az
egyidejlnek lenni az megfigyel6fiiggd tulajdonsag.
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A MOZGAS IRANYABAN

Thm.2 elsé allitasanak abrazolasa mégegyszer. Ennek
bizonyitasaval kezdjuk.
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MOZGO ORAK ELALLITODNAK

“ 0

phs »* | “ Phy
3 .

phy, | ™. phy
. .

Gondolatkisérlet az egyidejliseg relativitasanak bizonyitasara.

Experiment for establishing “simultaneity for m”.

This is the worldview of the ship. The captain is
sitting in the middle of the ship and sends photon-
signals to two mirrors, one at the nose and one at
the rear of the ship. These two signals bounce on the
mirrors and arrive back to the captain at the same
time. This is how the captain knows that he is sitting
exactly in the middle of the ship. By the photon-
axiom the forward going and backward going
photons travel with the same speed, thus the two
bouncing events happen at the same time in this
ship.

On the lelft-hand side there is the space-time
diagram for the situation.
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MOZGO ORAK ELALLITODNAK

Gondolatkisérlet az egyidejliség relativitasanak bizonyitasara.

This is the worldview of an observer moving relative
to the ship, lets call him Earthling. So this ship is
moving in this worldview. We are following it with
our camera, thats why it stays in the middle of the
picture. Now by the photon-axiom, the Earthling
sees the forward and backward moving photons
move with the same speed. Since the ship moves in
this worldview, the forward going photons race with
the ship, thus the photons move slowly relative to
the ship. By the same token, the backward going
photons move very fast relative to the ship. By the
event axiom, they meet where the captain sits,
hence in the middle of the ship in this worldview,
too. Therefore in this worldview the nose-bouncing
event has to take place later than the rear-bouncing
event.
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MOZGO ORAK ELALLITODNAK

k szerint a fenekrdl kiktldott foton az Girhajohoz képest 1-v sebességgel mozog,
tehat 1:[(1-v).2]id6 mulva éri el az Grhajo kézepénél levd kapitanyt. A hatulrél
kikldott foton viszont 1+v sebességgel mozog az (irhajohoz képest, tehat az
1:[(1+v).2] id6 alatt éri el a k6zépen lévé kapitanyt. Ahhoz tehat, hogy ez a két foton
kdzepen talalkozzon, a hatulrél indulé fotont

1:[(1-v).2] - 1:[(1+V).2] = vi(1-v)?

idével kesébb kell kiktldeni.

Az elallitdédas mértéke v:(1-v)? ha az (irhajé hossza 1 és sebessége v a k szerint:

KettGspontot irtunk osztas jeldlésére.

Gyakorlat 1.9: Miért nem v —t kaptunk
végeredményként, hiszen azt mondtuk, hogy a
felcsapodo szimultanitas meredeksége -v ?
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MOZGO ORAK ELALLITODNAK
Illuf my ms mso 1‘
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Az egyidejlség relativitasanak téridédiagramos bizonyitasa.

Ugyanez a bizonyitas téridédiagrammosan
elmondva.
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MOZGO ORAK ELALLITODNAK
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Ez a bizonyitas 0sszefoglalasa térid6rajz képregény

alakjaban. Koézépkarcsi a Kapitany.

As a consolation, “present” becomes a defined,
“testable” concept (half-simultaneity). This leads up
to black-hole, wormhole, timewarp-theory (via

Einstein's equivalence principle).
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_ALLITODNAK

As a consolation, “present” becomes a defined,
“testable” concept (half-simultaneity). This leads up
to black-hole, wormhole, timewarp-theory (via
Einstein's equivalence principle).
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ASZINKRON MELTATASA

In motion the thick clock does not
read the same time at all places

Ez a rajz Lewis Carrol Epstein Relativity visualized
cimU konyvébdl van (Id. Ajanlott Irodalom a
honlapon). A henger az (irhajo kiulonboz6 helyein
levé orakbol all, a hengeren levé vonal az
oramutatok hegyeinek helye.
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ASZINKRON KIEPULESENEK MODJA

Kr

Marslako csodalkozik.

lgy alakul ki ez a relativisztikus effektus. Ha a
Foldlako szinkronizalja az 6rakat, akkor az Grhajoban
kdzépen levs kapitanyhoz a hatullevo 6ra képe
kés6bben ér oda mint az elllsé ora képe, ezért a
kapitany azt fogja latni (fényjelekkel), hogy a hatulsé
ora kevesebbet mutat mint az eltlsé éra. Mivel a
kapitany tudja, hogy 6 kozépen van, ezért a két
oranak ugyanazt kéne mutatnia. Rendes kapitany
lévén beallitja az orait, szol a hatul l1évé tisztnek,
hogy allitsa el6re az dramutatot.

Gyakorlat 1.10: Hogyan allapitja meg (= szamolja ki
kisérletek eredményét felhaszndlva) a kapitany, hogy
mennyivel el6re kell a tisztjének allitania az érat?



MOZGO ORAK NEM ALLITODNAK EL MEROLEGESEN

(2) e, e’ egyidejliek k szamara is
=4
e, e’ merdlegesen szeparaltak v,(m)-re a k vilagképében
azaz loc,(e)s — loc,(€")s L vi(m)

k

Events separated orthogonally to the motion do not
get out of synchronism. Ez fontos lesz majd a
szimmetria axioma hasznalatakor.
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BIZONYITAS

Annak térid8s bizonyitasa, hogy pontosan azon
események szimultanok mindkét megfigyels
szamara, amik a mozgasiranyra merdlegesen vannak
szeparalva.
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A MOZGASRA MEROLEGES IRANYBAN

Ezt bizonyitottuk.
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RELATIVISZTIKUS HATASOK

Paradigmatikus effektusok: jellegzetesen relativisztikus jelenségek,

amik eltérnek a newtonitél. Harom ilyen van: 6rak szinkronbdl kiallasa,

orak lelassulasa, méterrudak megrovidulése. Ez harom tétel SpecRelbdl.

E harom effektusbol majd felépitlink egy vilagot, amiben a Fényaxioma igaz.
Miért ezt a 3 jellegzetes effektust szoktak kiemelni €s nem még mast is:

Mert ezekbdl kdvetkezik minden, pl. kévetkezik, hogy a vilagkép transzformaciok
Lorentz transzformaciok eltolassal komponalva.

Orak szinkronbdl kiallasa. Masszoval az egyidejliség relativitasa.

Az megfigyel6éfuggd, hogy mely események térténtek egy idében.

Ez volt mult 6ran. Ezzel az effektussal egyszersmindenkorra elértik,
hogy a mozgasiranybeli és mozgaselleniranyu fény sebessége ugyanaz
legyen, fuggetlenul attdl, hogy hogyan lassitjuk le majd az érakat és
réviditjuk meg a méterrudakat.

Paradigmatikus effektusok: jellegzetesen relativisztikus
jelenségek, amik eltérnek a newtonitél. Harom ilyen van: 6rak
szinkronbdl kidllasa, 6rdk lelassulasa, méterrudak
megrovidilése. Ez harom tétel lesz SpecRelbdl. E harom
effektusbdl majd felépitlink egy vilagot, amiben a Fény Axiéma
igaz. Miért ezt a 3 jellegzetes effektust szoktak kiemelni és
nem még mast is: Mert ezekbdl kovetkezik minden, pl
kovetkezik, hogy a vilagkép transzformaciok Lorentz
transzformaciok.

Orak szinkronbdl kiadllasa. Masszdval az egyidejliség
relativitasa. Az megfigyel6fliggd, hogy mely események
torténtek egy id6ében. Ez volt mult ran. Mozgassikban ezt
kaptuk. A teljes sikon megmutatni. Ezzel az effektussal
egyszersmindenkorra elértik, hogy a mozgasiranybeli és
mozgaselleniranyu fény sebessége ugyanaz legyen, fliggetlenul
attol, hogy hogyan lassitjuk le majd az érakat és roviditjik meg
a méterrudakat.
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RELATIVISZTIKUS HATASOK
Thm3

Mozg06 érak lassan jarnak
Mozgé Grhajok megrévidilnek

These are the other two paradigmatic effects of
special relativity theory. They can be stated and
proved analogously to the previous one, as will be
shown in the next slides. The three effects together
prove the theorem coming afterwards, which is the

key in proving a completeness theorem for SpecRel.
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MOZGO ORAK LASSAN JARNAK

Thm3 (6ralassulas formalisan) Tfh SpecRel.
Legyen m,k €I0b és e, e’ események k életutjan.
azaz loc,(e)s = loc,(e")

Akkor |loc,(e), — lock(e"),| = |locy(€)r = 10Cy (€] - V1 = v (K)|?
‘\ J \ ‘

Orék lelassuldsa. Angolul time dilatation. Pontosabban
megfogalmazva: mozgd ora lassabban jar mint az allé. Allénak
hivjuk azt az (rhajot, akinek a vilagképébe éppen
belekoltoztlink. Sarkosabban: mozgdas hatasara az 6rak
lelassulnak. (Latni fogjuk kés6bb, hogy gyorsulas folyaman az
orak hogyan lassulnak le.)

Amia v sebességgel mozgd oran T ideigtart, az az allé
megfigyel6 szerint (T osztva gyok 1-vnégyzet) ideig tart, ami
nagyobb T-nél. A formalis kimondasban T az egyenlet
baloldala.

K measures less time between e and e’ than m. In other
words, k’s clocks tick slowly as m observes them. This is called
relativistic time dilation.
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ORALASSULAS BIZONYITASA
m K AxLine
0 & \ AXEv
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Felhasznaljuk az AxLinet a bizonyitasban. AxLine =
EgyenesAx = megfigyeld életutja egyenes minden
masik megfigyeld vilagképében is.

Gyakorlat 2.5. Irjuk le az id6lassulas bizonyitasat csak
a tér-re koncentralva, azaz nem a téridédiagramra
koncentralva.
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MOZGO ORAK LASSAN JARNAK

l‘\ \'
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m’s worldview k’s worldview
M2 =
wivtors < ——}
— M
Einstein’s light-clock
Thought-experiment proving time-dilation (Einstein’s light-clock).

Bizonyitas: Einstein fénydrdja, derékszogli haromszog T, Tvt befogdval és t
atfogoval. Innen t=(T-szer 1 osztva gyok 1-vnégyzet). Azaz amit a mozgo éra T-
nek mér, azt az allé t —nek, ami nagyobb mint T. Térid6diagrammon ugyanez volt
az el6z6 oldalon.

Vilagos, hogy ennek az effektusnak a megfogalmazasa érzékeny a
mértékegységek megvalasztasara, tehat a Szimmetria Axiomat hasznaltuk a
bizonyitasban. Aszinkronnal nem kellett. Ez az allitas mégsem a mértékegységek
megvalasztasarodl szél, mert szimmetria axidéma nélkil is igaz, hogy barmely két
egymashoz képest mozgd megfigyel§ koziil az egyik biztosan ugy fogja latni, hogy
a masik oraja lassabban jar. Tehat az nem lehet, hogy mindkét megfigyel6 azt
gondolja, hogy a masik 6raja jol jar (mint a newtoni vildgban). Az sem igaz a
Szimmetria Axioma nélkul, hogy a mozgo 6rak egyenletesen jarnak.

Gyakorlat 2.2: Bizonyitsuk SpecRel, (=SpecRel — AxSymd)-bdl, hogy barmely két
egymashoz képest mozgd megfigyel6 kozil az egyik biztos ugy fogja latni, hogy a
masik drdja lassabban jar mint az ové.

Gyakorlat 2.3: Bizonyitsuk, hogy SpecRel,-bdl nem kovetkezik, hogy a mozgé érak
egyenletesen jarnak. (Az eddig elmondott anyag tudasaval ez még nehéz feladat.
Egy alkalommal kés6bb mar konnyebb feladat lesz.) Fogalmazzuk meg formalisan
a SpecRel nyelvén, hogy ,,az 6rdk egyenletesen jarnak”.

Gyakorlat2.4: Bizonyitsuk SpecRel,-bdl, hogy az a tulajdonsaga két
eseményparnak, hogy a koztiik eltelt id6 r-szeres, ahol r raciondlis szam, az
megfigyel6figgetlen. (Megjegyzés: a racionalis szamok minden testben
megnevezhetdk.)

46



EINSTEIN FENYORAJA

Ez Einstein fényoraja. Ezt lattuk az els6 oran. Az
oralassulas bizonyitasat el lehet mondani ezen
animacio terminoldégiajaval is.

Gyakorlat 2.6. Kossuk az éralassulas bizonyitasat
nyelvileg az Einstein érakhoz.
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ASZINKRON ES ORALASSULAS
?
-4

The thin clock reads time at one
location in space.

=

The thick clock reads time in
different parts of space. If the clock
is not moving, it reads the same
time all over:

)

In motion the thick clock does not
read the same time at all places

Ez a rajz Lewis Carrol Epstein Relativity visualized cim( konyvébdl van (Id. Ajanlott
Irodalom a honlapon). A henger az (irhajo kiilonbo6z6 helyein levé 6rakbdl all, a
hengeren levé vonal az 6ramutatdk hegyeinek helye.

Megjegyzés: Nem kovetkezik SpecRelbél, hogy hatrafelé vagy el6refelé jarnak az
orak, mindkettd lehetséges. Azért nem adtuk hozza SpecRel-hez ezt az axiomat,
mert kimutatjuk majd hogy SpecRel ekvivalens a Minkowski geometiraval és MG-
ban nincs idGiranyitas. Altrelben majd hozzaadjuk ezt az axiomat is SpecRelhez,
mert altaldaban a sokasagok idGiranyitottak. Masik okunk nem hozzaadni az, hogy
két dimenzidban egymashoz képest fénysebességnél gyorsabban mozgd
megfigyel6k kozil az egyik biztosan ugy latja, hogy a masik draja hatrafelé jar. FTL
az id6éutazassal kapcsolatos. Ld. Ajanlott irodalomban Andréka-Madardsz-Németi
1312 oldalas anyagban sec.2.7, 110-122 old.

Gyakorlat 2.7: Fogalmazzuk meg, hogy k 6rdja el6refelé jar az m szerint és
bizonyitsuk, hogy ez nem kovetkezik SpecRel-bdl.

Vizudlisan elmondani az Epsteinbeli 6rahurkan, hogy mit kaptunk eddig: Minél
jobban csavarodik az 6rak hegye, annal lassabban forog a hurka, limeszben
megkozeliti azt, hogy a hurka all.

Gyakorlat: A hurkan az drahegyek csavaroddsa mit kozelit meg ahogy a hurka
lassan megall?
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NEM KAPTUNK ELLENTMONDAST?

m i |
—4 ﬁiﬁiﬁ‘”‘ﬁ,ﬁ"ﬁi F2 s

1”11 - 1k #

0 | L

W STt 'k ORRIGAIEEEN jar  k szerint m 6raja lassan jar

k szerint m 6éraja siet

Nem kaptunk-e ellentmondast? Mindkettének ugy
kell Iatni, hogy a masik oraja lelassult. Lehetséges ez?
Téridédiagrammon megmutatni, hogy ez hogyan
lehetséges az aszinkron miatt. Ez lehetne bizonyitasa
is az aszinkron tételnek. Abszolut id6 mellett nem
lehetséges ugy latni mindkett6nek, hogy a masik
oraja lassabban jar.
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EGYFORMA ORALASSULAS

t=+1-—v2

Lemma:
SpecRel F Vm,kel0b |v,, (k)| = |v, (m)|

Az dralassulas mértéke is egyforma! Mert |v (k)| =
|v(m)| bizonyithaté SpecRelbél. Es forditva, Thm.3-
bdl bizonyithato, hogy a két sebesség ugyanaz.

Gyakorlat 2.10. Bizonyitsuk SpecRelbdl, hogy |v,,(k)|

= |v,(m)]|. Bizonyitsuk, hogy AxSymd nélkiil ez nem
igaz.

Thm. AxSymd ekvivalens azzal, hogy egymas
oralassulasanak mértékét barmely két megfigyel6

ugyanugy latja. Az utébbi allitast gyakran AxSymt —
vel jeloljuk.
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MINKOWSKI KOR DEFINICIOJA

Az m Minkowski Kére azon koordinatapontok halmaza, ahol valamely k
megfigyel6 6raja 1-et vagy -1 —et mutat ugy hogy ugyanakkor k o6raja az
origéban 0-t mutat:

peMK,, é 3kelOb ev,,(0) = evy(0) és
ev,, (p) = ev,(1,0,0,0) vagy ev,(p) = ev,(—1,0,0,0)
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MINKOWSKI KOR SPECRELBEN

Tetel. Tfh. SpecRel. Akkor minden megfigyelére a Minkowski Kér a

Ip.%| — Ips?] = 1 egyenlettel definialt hiperbola része, és maga
a Hiperbola ha feltesszik a KisérletAx-ot.

N
/TN

SpecRel* = SpecRel + AXThExp.

Azt kaptuk, hogy SpecRel* -bdl kovetkezik, hogy a Minkowski Kor
Hiperbola. Rajz.

Minkowski Kér (Gomb) defja (ahol origdbdl kiindulé megfigyel6k
oraja 1-et vagy minusz 1-et mutat). Lattuk, hogy SpecRel*-bdl
kovetkezik, hogy minden megfigyel6 Minkowski kdre a p,négyzet
— p;négyzet=1 egyenlettel definialt hiperbola. Tehat SpecRel-ben a
Minkowski kor megfigyel6fiuggetlen.

Gyakorlat 2.9: Bizonyitsuk SpecRel0-bdl, hogy a kbvetkezd
allitasok ekvivalensek:

i. AxSymd ekvivalens azzal, hogy

ii. barmely két megfigyel6 Mink kére ugyanaz ez pedig
ekvivalens azzal, hogy

iii.  azegyik megfigyel6 Mink kdre az imenti hiperbola ez pedig
ekvivalens azzal, hogy

iv. minden megfigyel6 Mink koére az imenti hiperbola.
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MIERT HIPERBOLA A MINKOWSKI KOR?

\ /
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k\\'l + 1202 = ¢

Na mar megint egy miért tipusu kérdés. Rajzoljunk
be kicsit tobbet, mint ami feltétlentl kell a
bizonyitashoz. Merjlnk tobbet csinalni, mint ami a
haszonhoz kell.
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Szabo Endre kollégank honlapjardl vald. Latszik rajta,
hogy a Minkowski korok helyben maradnak.
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MOZGO URHAJOK MEGROVIDULNEK

Thm 4 (méterrud rovidulés formalisan)
Tfh. SpecRel. Legyen m,k,k’€lob és v, (k") = 0.

DiStm(kv k’) = |10Cm(€) o IOCm (e’)|
ahol loc,(e), = loc,,(e")s = 0 és locy,(e), = loc, (e'),

Dist,,(k, k") =1 — |v,,(k)|? - Dist, (k, k")

m K K K K’
Dist; (k k")
e JESFEEE

e
/ / XIH X

Dist,, (k, k")

According to m, k’s ship is shorter than what k claims. This is
called relativistic length contraction.

Intuitiven a tétel (Thm.4) azt mondja, hogy ha k szerint két
hely kdzotti tavolsag T, akkor az m szerint, akinek
vilagképében k v sebességgel mozog, a két mozgd hely
kozotti tértavolsag csak T-szer gyok 1-vnégyzet.

Tavolsagot masként mériink, mint id6t. Id6t a k életutjan
levé két esemény idékilonbségeként mértink. Az igy mért id6
a newtoni kinematika szerint megfigyel6fliggetlen, SpecRel
szerint nem. Miért nem ugy mérunk tavolsagot, hogy vesziink
két eseményt és ezek kozti tértavolsagot mérjik? Ez newtoni
kinematikaban sem megfigyel6fiiggetlen. Példa: Budapesten
vonatraszallas és Szegeden a vonaton kavéivas eseménye
kdzott Budapesten maradt barat szerint mas tértavolsag van
mint a vonaton levének. Tehat masképpen mériink
tértavolsagot. Mi a hely? Az m helyei az m —hez képest allé
bodik (életutjai).

55



MOZGO URHAJOK MEGROVIDULNEK

M,y

M,

Proof of relativistic length contraction (via thought
experiment).

Dupla-Einstein Ora: az egyik foton a mozgasiranyra
merdblegesen, a masik a mozgasiranyban pattog.
Mennyi idGre van szuksége a fotonnak az Grhajo
végébol az (irhajo elejére jutni az m szerint? Az m
vilagképében az (irhajo mozog, tehat a fotonnak
tobb mint 1 km-t (ami k szerint az (irhajé hossza)
kell megtennie. Ugyanakkor viszont k oraja lelassul,
tehat a két ellentétes hatast kell 6sszehasonlitani. Ezt
kdnnyen végig lehet szamolni, de mi egy masik,
téridds bizonyitast adunk a kovetkez6 lapon.
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METERRUDROVIDULES BIZONYITASA

m K b
1 P
i
14 LAY P 4
. L4

Itt van egy egyszer(lbb téridédiagrammos bizonyitas,
az el6z6 tételek felhasznalasaval.
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RELATIVISZTIKUS HATASOK

L 1 km = 1 light-second

[ (in this picture)

my spaceship
is 1km long

0 \\ sy VIZE  —v+VI-#
I" ' ‘.l \ ij r '\ D l‘ / :l ’: il i\\'>
\ /| N~ / \ /] N~ /
\ L\ w4 4

v = speed of spaceship
[V (K
D1

now (m) 1 second later (m)

A harom paradigmatikus effektus dsszefoglalasa egy
képen. v = speed of spaceship. Quantitatively, too.



EGYENES AXIOMA BIZONYITASA

Azt bizonyitjuk, hogy a pontok ,fényszer(i szeparaltsaga” tulajdonsagabdl ki lehet
fejezni az ,egyenesnek lenni” tulajdonsagot.

Ot lépésben bizonyitunk. Minden lépés egy gondolat.

1. Kilehet fejezni az 1 déléssz6gl egyenesnek (azaz fényegyenesnek) lenni
tulajdonsagot, annak felhasznalasaval, hogy a fotonharomszdégek elfajulok.

2. Kilehet fejezni a 3-dimenzids altérben fénykup érintésikjanak lenni
tulajdonsagot ugy, hogy ezek pontosan azok a pontok, ahonnan nem lehet
valamely elére adott fényegyenest fotonnal eltalalni+ez az egyenes. Négy
dimenzidban ez a tulajdonsag a sikot tartalmazé altér. (Id. A NoFTL bizonyitasat.)
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EGYENES AXIOMA BIZONYITASA

Azt bizonyitjuk, hogy a pontok ,fényszer(i szeparaltsaga” tulajdonsagabdl ki lehet
fejezni az ,egyenesnek lenni” tulajdonsagot.

Ot lépésben bizonyitunk. Minden lépés egy gondolat.

1. Kilehet fejezni az 1 déléssz6gl egyenesnek (azaz fényegyenesnek) lenni
tulajdonsagot, annak felhasznalasaval, hogy a fotonharomszdégek elfajulok.

2. Kilehet fejezni a 3-dimenzids altérben fénykup érintésikjanak lenni
tulajdonsagot ugy, hogy ezek pontosan azok a pontok, ahonnan nem lehet
valamely elére adott fényegyenest fotonnal eltalalni+ez az egyenes. Négy
dimenzidban ez a tulajdonsag a sikot tartalmazé altér. (Id. A NoFTL bizonyitasat.)
3. Kilehet fejezni ezen sikok (illetve alterek) metszetével a ,fénykupon kivuli
(azaz térszerli) egyenesnek lenni” tulajdonsagot.

4. Térszerl egyenesekkel minden sikot ki tudunk ,kévezni”, azaz minden sik
eléall mint adott ket (p-ben) metszd térszerl egyenesek mindegyikét nem a p-ben
metszd egyenesek unidja + a p.

5. Végul minden egyenest megkapunk sikok metszeteként.
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ALEXANDROV-ZEEMAN TETEL

Tétel (Alexandrov-Zeeman) Tfh AxField és n>2.

Ekkor f megérzi az egyeneseket is.
(azaz Q"-nak minden p,q,Tr elemére igaz, hogy p,q,r pontosan akkor
van egy egyenesen, ha fp, fq, fr egy egyenesen van).

Bizonyitas: Az el6z6 oldalon. QED

Legyen f a Q"-nek egy bijekcidja, ami megérzi a fényszerli szeparaltsagot.
(azaz Q"-nak minden p,q elemére |v(p,q)| =1 |v(fp,fq)| =1).

Ezzel most befejezzik a harom paradigmatikus
effektus bizonyitasat. De el6bb nevet adunk a
gyereknek.
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VILAGKEP TRANSZFORMACIO

t
b
D& b2
W, W
7/ , [k

y y

k by

Wink ‘= {(p,CI) F eUy (p) I3 evk(q)}

Mondtuk, hogy a paradigmatikus effektusok két megfigyel6
vilagképének 6sszehasolitasardl szélnak. Adjunk hat nevet a gyereknek.

Az m,k megfigyel6k vilagképtranszformacidja azokata p,q
koordinatapontokat koti 6ssze, ahol m ugyanazt az eseményt latja
mint k.

Ez egy binér relacid, ha nem kotiink ki semmi axidémat, akkor
tetsz6leges binér relacio lehet. Gyakorlat: Legyen R tetsz6leges binér
reldacié a Q-n. Adjunk egy modelljét a nyelvnek (tehat semmilyen
axioma nem kell teljesiiljon), ahol ez a relacié két megfigyel6 kozti
vildgképtranszformacid. SpecRelbdl bizonyithatd, hogy a
vilagképtranszformaciok bijekciok.

Err6l érdemes kicsit mesélni. Térképdsszehasolitas, ha pl nem ugyanaz
a lépték két térkép kozott, és nem pont felfelé van az észak. Vannak
ilyen térképek, ahol kiilén nyillal jelzik, hogy merre van észak.

comparison between two maps of the same city. The
worldview transformation w,, connects spacetime locations
where m and k, respectively, “see” the same events.

—- . _1 . . .
w,, =ev, circleev,?, w,_, isa binaryrelation between

coordinate systems.
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Lemma 1: Tfh. SpecRel, és ¢>0. A w,,,, vilagképtranszformaciok bijekciok a Q"-en,
akik egyenest egyenesbe visznek.

Biz.: AXPh miatt m és k minden Q"-beli pontban lat eseményt.
AXEv azt mondja, hogy w,,,, értelmezési tartomanya és értékkészlete is Q" .

Gyakorlat 1.7 szerint minden megfigyel6 minden eseményt max. egyszer lat
(megoldas a honlapon.) Ez azt mondja, hogy w,,,, fliggvény és injektiv.

AxPh meg azt mondja, hogy w,,, megorzi a fényszerl szeparaltsagot.

Alexandrov-ZeemanTétel szerint akkor w,,,, egyenest egyenesbe visz .
QED

Tétel 5: SpecRel F AxLine.

Biz.: AxSelf szerint m életutja a sajat vilagképében egyenes.
Ekkor a Lemma 1 szerint minden mas k megfigyelo vilagképében is egyenes.
QED

Eseménynek két vagy tobb bodi talalkozasat hivtuk.
Ev..(p) az m vilagképében a p helyen el6fordulé
bodik halmaza.
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Ezzel a harom paradigmatikus effektus bizonyitasa be van fejezve:
AxLine-t bizonyittuk SpecRel-bél.

A Kisérlet Axiomat pedig csak arra hasznaltuk a paradigmatikus tetelek
bizonyitasaban, hogy megnevezzink egyeneseket annak érdekeében,
hogy azok a masik megfigyeld vilagképében is egyenesek legyenek.
Ezt Lemma 1 adja nekunk.
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VILAGKEPTRANSZFORMACIOK ABRAZOLASA

Egyik koordinatarendszer masikba vald berajzolasaval:

W, (loc(e)) = loc,(e) minden e eseményre. Az e

esemeény a piros pont, az m
koordinatarendszerében a koordinatatengelyekkel
parhuzamos vonalakkal levetitjuk e helyét a
tengelyekre és leolvassuk az ottani szamokat. A k
koordinatarendszerében ugyanezt csinaljuk, csak
most a kék vonalak mentén vetitlink és a kék
tengelyekrdl olvassuk le a szamokat.

66



NEWTONI VILAGKEPTRAFO

Wlﬂ Wk

mAt k t

t=t, x=x+vi, y=y, z=z  ha loc..(e) = (t,x,y.z), loc.(e)= (tx.,y,z)

Relativity Theory and Logic Budapest, 2010. marcius 3.
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OLLO TRAFO (BOOST) DEFINICIOJA

Wm Wk

1=y 1

) y

t=(t+vx)/V1-v2 | X = (x+vi)/y/1-v2 | y=y, z=z

ha loc.(e)=(tx.y.2), loc(e)= (tx,y.z)

Ha k életutja az m vilagképében a tx-sikban van, és
ugyanakkor az m életutja a k vilagképében is a tx-
sikban van (ezt hivjak sztenderd konfigulacidnak),
akkor a vilagképtrafo éppen a v-oll6 trafo. Csinos
formula, szimmetrikusabb, mint a newtoni.

Az aszinkron tétel ott jelenik meg a formulaban, hogy
a t képletében az x is el6fordul, az id6lassulas ott

jelenik meg, hogy van egy v-tél fliggd szorzo.
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Az el6z6 abra tobb részlettel.

A harom fényvonal a harom paradigmatikus effektus
bizonyitasabadl jon.
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OLLO-TRAFO MEGORZI FENYKUPOT

Szamolas:

Tfh. t2=x2+y2+ 22
Kell: t2=x2+y2+ z2,

Tudjuk:  t=(t+vx)/V1-v2 | x=(x+vt)/y1-v2 , y=y

Beirva amit tudunk, kell:
(t2+v2x2+2tvx)/(1-v2) = (t2+v2x2+2tvx)/(1-Vv3) + y2 + z2 | azaz kell
(t2+v2x2+2bwx)/(1-v2) = (X2+V212+2xvt)/(1-V3) + y2 + z2 | azaz kell
(t2-v22)/(1-v3) = (xZv2x2)/(1-v3) + y2 + 22  azaz kell

t2=x2+y2+ 22 ezt pedig feltettik.
Szerencsénk volt?
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OLLO-TRAFO MEGORZI FENYKUPOT

Itt a geometriai bizonyitas:

Nézzuk a w,,, —t. Ez sikot sikba visz, és a harom
paradigmatikus effektussal elértik, hogy a k
vilagképebeli kor két berajzolt atlojanak a korrel valo
metszéspontjat w, ., a kupra vigye. Azt kell 1atnunk,
hogy a kor tobbi pontjat is a kupra viszi. Az m
vilagképében a sik képének metszete a kuppal
ellipszis, és a kor két atloja ezen ellipszis kis és
nagytengelyébe megy. Kor affin képe ellipszis (a w,,
affin transzformacid), tehat a kor képe a baloldali
ellipszis és készen vagyunk.
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SPECREL KONZISZTENS

Thmo6 SpecRel + KisérletAx
konzisztens, van modellje.

Bizonyitas: Megadunk egy modellt, tetszéleges Euklidészi test felett.

Legyen (Q,+,.) Euklideszi test.

A fotonok legyenek az 1 meredekségl egyenesek.

Csak egy megfigyeld van a t idétengely.

A megfigyeldk legyenek az 1-nél kisebb meredekségl egyenesek.

A W vilagképrelacio legyen olyan, hogy a t idétengely (mint megfigyeld)
vilagképében a fotonok és megfigyeldk életutjai sajatmaguk.

Legyen m egy tetszéleges megfigyeld, meredeksége legyen v.

Az m vilagképét ugy szerkesztjik meg, hogy a w,,, vilagképtrafo egy elforgatas
komponalva a v-oll6 trafo legyen.

Ellenérizhetd, hogy ez teljesiti SpecRel+KisérletAx —ot.
QED
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MINDEN MEGFIGYELO KOZEPEN VAN!

Melyik van kézépen?

A Fényaxioma azt mondja, hogy minden megfigyel6 magat
a fénygomb kozepének hiszi. M felvillant egy zseblampat
pontosan mikor k elhalad mellette. Ez k —nak pont
ugyanolyan mintha 6 gyujtotta volna meg a zseblampat.
Egyetlen taguld fénygomb van, de mindkettd azt hiszi,
hogy 6 van kdzépen mikdzben mozognak egymashoz
képest.

M azt mondja k-nak, hogy: Te k a fénykup szélén vagy, én
kbzépen vagyok. K visszavag: dehogyis, én vagyok
kbzépen és te vagy a fénykup szélén! A szimultanitas
pontosan annyira d&l be, hogy k kdzepen legyen. Az
id6egységet pontosan annyira kell feljebb tolni, hogy az y
iranyu metszet a fénykuppal 1 legyen. K ugy valasztja meg
az x iranyu egyseégeit, hogy az ellipszis nagytengelyét
ugyanannyinak mérje mint a kistengelyt.

73



SPECREL MODELLJEI

Definicio:
Az f transzformaciot tér-izo transzformacionak
nevezzik, ha az x,y,z altéren egybevagosag, és a t

idétengelyen eltolas esetleg tiikrozéssel komponalva.

t f(1)
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SPECREL VILAGKEPTRANSZFORMACIOI

A Thm.6-ban megadott modell |Enyegében az egyetlen
modellje SpecRel -nek, variacioktol eltekintve.

Miben lehet eltérni a fenti modelltol?

Thm7 SpecRel modelljeinek vilagképtranszformacioi
pontosan a

tér-izo komponalva
oll6-trafo komponalva
tér-izo alaku fliggvények.
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SPECREL, VILAGKEPTRANSZFORMACIOI

Definici6. Legyen g automorfizmusaa (Q,+,.) testnek. Ez indukal egy
természetes bijekciot Q* —en, Ugy hogy a (t,x,y,z) koordinatapontot a
(gt,gx,g9y,gz) koordinatapontba viszi. Ezeket a fliggvényeket test-
automorfizmus-indukalta bijekcioknak hivjuk.

Thm8 SpecRel, + ¢>0 modelljeinek
vilagképtranszformacioi pontosan a

tér-izo komponalva

ollo-trafo komponalva

nagyitas komponalva
automorfizmus-indukalta bijekcié komponalva
tér-izo alaku fuggvények.

Ezeket az automorfizmusokat lehet arra hasznalni,
hogy pl. azt bizonyitsuk, hogy SpecRel, —bdl nem
kovetkezik, hogy v, (k)=v,(m).
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MEGFIGYELOFUGGETLEN VALOSAG

Gon

rojection )]
W, Wiy Winy

Lattuk newtoni kinematikaban, hogy két esemény kozt eltelt
id6t egyforman latja mindenki (megfigyel6figgetlen,
abszolut), de koztik valé tértavolsag megfigyel6fliggd. Aztan
lattuk, hogy SpecRelben két esemény kozt eltelt id6 is
megfigyel6fiiggd és innepeltik, hogy SpecRel mennyire
szimmetrikusabb mint a newtoni kinematika. Miért 6rulink
annak, hogy mostmar semmit sem latnak egyforman a
megfigyel6k? Nihilistak vagyunk tan? O nem, van itt rend,
nagyonis.

A mai alkalmat e szép Uj rend felfedezésének szenteljlik.
Keresstk azt a megfigyel6fliggetlen valdsagot, aminek
vetlletei az egyes megfigyel6k vilagképei. Analdgia abrazold
geometriaval. E szép Uj rendet ugy hivjak, hogy relativisztikus
geometria (vagy Minkowski geometria), ez az a
megfigyel6fiiggetlen valdsag, amit minden megfigyel6
egyforman lat. Latni fogjuk, hogy ez a geometriai elmélet
ekvivalens (a matematikai logikai értelemben) a mi SpecRel
elméletiinkkel.
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MEGFIGYELOFUGGETLEN TULAJDONSAGOK

Def. id6,(e,e’) =loc,(e) - loc,(e’), és tér,(ee’)=]|loc,(e)s - loc,(€)s |-

Thm9. Tfh. SpecRel. Legyenek e,e’ események, m,k megfigyeldk. Akkor

id6, (e,e’)? — tér, (e,e)? =idd,(e,e’)? — tér, (e,e’)?

N

Az elsé tétellink azt mondja, hogy ha az
id6tavolsagot és tértavolsagot nem is latjak a
megfigyelGk egyforman, e kett6nek van egy
keveréke, amit egyforman latnak. Ha m nagyobb
teret mér e,e’ kozott, akkor tobb id6t is mér. E,e’-n
athalado megfigyel6 méri a legkevesebb id6t, mert
neki tér(e,e’)=0. E tételbdl kdvetkezik a NoFTL tétel,
és az id6lassulas tétele is. S6t, a fotonaxioma egy
részét is mondja (azaz, hogy v,(ph)=1 mindenkinek
ha valakinek).

Kovarians mennyiségeknek is hivjak az ilyeneket.
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MEGFIGYELOFUGGETLEN TULAJDONSAGOK

Thm.9 bizonyitasa:

1. Tfh. id6,(e,e')? > tér, (e.e)?. tern(e.€) = Vyk - idon(e.€)

mw id6,(e.e')? - tér,(e.e)?=
=id6,,(e,e)? - vK? - id6,(e,e)?
=id6,(e.e)? - (1-Vnk?)

=id6,(e,e")?

Legyen k megfigyeld, akinek életutjan vanaz e és
e’ . Nem tettik fel a KisérletAx —ot, de minden
modellt ki lehet terjeszteni tetsz6leges
megfigyelGkkel, tehat terjesszik ki a modellt ilyen k
megfigyelGvel. Az Uj modellben m vilagképében e,e’
helye nem valtozik, és a modellben igaz SpecRel.
Emiatt lehet altalaban feltenni, hogy a KisérletAx
igaz.

1d6, (e,e’)2>Tér, (e,e’)? azt jelenti, hogy van k
megfigyelS akinek életutjan van e és €/, ése
megfigyel6 pontosan gyok(ldé, (e,e’)? -Tér (e,e’)?)
id6t mér e két esemény kozott. Ezért [atja minden m
megfigyel6 ezt az Id6, (e,e’)? -Tér (e, e’)?
mennyiséget egyformanak.
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MOZGO ORAK LASSAN JARNAK

Thm3 (6ralassulas formalisan) Tfh SpecRel.
Legyen m,k €I0b és e, e’ események k életutjan.
azaz loc,(e)s = loc,(e")

Akkor |loc,(e), — lock(e"),| = |locy(€)r = 10Cy (€] - V1 = v (K)|?
‘\ J \ ‘

Az eredeti 6ralassulas tétel kimondasat idemasoltuk.

Orék lelassuldsa. Angolul time dilatation. Pontosabban
megfogalmazva: mozgd ora lassabban jar mint az allé. Allénak
hivjuk azt az (rhajot, akinek a vilagképébe éppen
belekoltoztlink. Sarkosabban: mozgdas hatasara az 6rak
lelassulnak. (Latni fogjuk kés6bb, hogy gyorsulas folyaman az
orak hogyan lassulnak le.)

Amia v sebességgel mozgd 6ran T ideigtart, az az allé
megfigyel6 szerint (T osztva gydk 1-vnégyzet) ideig tart, ami
nagyobb T-nél. A formalis kimondasban T az egyenlet
baloldala.

K measures less time between e and e’ than m. In other
words, k’s clocks tick slowly as m observes them. This is called
relativistic time dilation.

80



MEGFIGYELOFUGGETLEN TULAJDONSAGOK

Thm.9 bizonyitasa:

2. Tfh. id8, (e,e')? = tér, (e,e)? .

4 .
J ¥
ido,(ee) — 7/

L

Ebben az esetben van foton akinek életutjan van

e,e’, és akkor minden mas k megfigyeld
vilagképében is foton koti 6ssze e,e’ —t, tehat AxPh
miatt nekik is egyenld a két mennyiség (Id6,(e,e’)? és
Tér,(e,e’)?).
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MEGFIGYELOFUGGETLEN TULAJDONSAGOK

Thm.9 bizonyitasa:
3. Tth. id8, (e,e)2 < tér, (e,e')?.
tér,(e,e’)?- ido,(e.e’)’=

= tér(e.e’)?

i

Nincs k megfigyeld, akinek életutjan vanaz e és e
. Viszont van k megfigyeld, akinek e és €’
egyidejd, és ennyi tértavolsagot mér. Nem tettuk fel
a KisérletAx —ot, de minden modellt ki lehet
terjeszteni tetsz6leges megfigyel6kkel, tehat
terjessziik ki a modellt ilyen k megfigyelGvel. Az Uj
modellben m vilagképében e,e’ helye nem valtozik,
és a modellben igaz SpecRel. Emiatt lehet altalaban
feltenni, hogy a KisérletAx igaz.
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RELATIVISZTIKUS TAVOLSAG DEFINICIOJA

Definici6. Legyen (Q,+,-) egy Euklidészi test. Definialjuk a
n:Q*x Q* - Q fuggvényt a kévetkezdképpen

0 ha (p,—q.)? = |ps—qsl?
—VIps = a5 = (0: —q)* ha (. —q)* < |ps — g2

Vo —q)* = ps— s> ha (.= q)*> Ips — qsl?
ulp,q) =

Idészerlen, fényszerlen, térszer(ien szeparalt pontok

Latni fogjuk, hogy egy bizonyos értelemben ez az
egyetlen tulajdonsag, amit minden megfigyel6
egyforman lat, minden mas megfigyel&fliggetlen
tulajdonsag definialhatd lesz ebbdl.



RELATIVISZTIKUS TAVOLSAG

V@ — a0 = Ips — 412 ha (p.—q)% = Ips — qsl?
. q) < o ha ;- q.)? = Ips — qsl?
—VIps — a2 = . —q)? ha (. —q)? < |ps — qsl?

Relativisztikus tavolsag koriljarasa, hasonlitas
euklideszi tavolsaghoz. Fligg6leges egyenesen
ugyanaz mint euklideszi tavolsag. Minél jobban van
dontve az egyenes, annal kevesebb a relativisztikus
tavolsag mint az euklideszi. 45-fokosnal mar nulla.
Térszerldnél ugyanigy, csak szimmetrikusan felfelé

dontve.
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RELATIVISZTIKUS KOROK

radius = 0

radius = r

radius = 2r

radius = 0

radius = —r

radius = —2r

Van tavolsagunk, akkor vannak koreink is. Igy néznek

ki. Minél nagyobb a sugar, annal inkabb egy

egyenesparnak néz ki a kor.
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RELATIVISZTIKUS TAVOLSAG JELENTESE

Lemma 2 (relativisztikus tavolsag alternativ definicioja).

Tfh. SpecRel, KisérletAx és legyen m megfigyelé.

Legyen p,q ket koordinatapont és e,e’ esemenyek, akik m vilagképeben
a p,q helyen el6fordulnak (azaz e=ev,(p) €s e'=ev,(q).

Akkor az alabbi (i)-(iii) igaz m vilagképében:

(i) Ha p,qidészeriien szeparalt, akkor van megfigyeld, akinek életutjan
p.q rajta van, és ez a megfigyelé p(p,q) idékuldnbséget mér e és e’
kozott.

(i) Ha p,q fényszerlen szeparalt, akkor van foton, akinek életutjan
p,q rajta van.

(if)Ha p,q térszerlien szeparalt, akkor van megfigyeld, akinek e és €’
egyidejl, és ez a megfigyeld - p(p,q) tértavolsagot mér e két esemeny
kozott.

lgy atfogalmazva nyilvanvaléan megfigyel6fliggetlen.
(Persze kell tudni hozza a paradigmatikus
effektusokat.) Lemmat bizonyitottuk az el6z6 tétel
bizonyitasa soran.
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SPECREL VILAGKEPTRANSZFORMACIOK

Thm1O0. Legyen f:Q* - Q* tetszlleges és teljesiljon
AxField. Az alabbi (i) és (ii) ekvivalens:

(i) f vilagképtranszformacio valamely SpecRel modellben.

(i) f megorzi a relativisztikus tavolsagot, azaz

vp,q u(p,q) = u(fp,fq)

Ez a tétel mar mutatja, hogy a relativisztikus tavolsag
és SpecRel kézel vannak. Minden vilagképtrafora
megdrzbtt tulajdonsag definidlhato lesz p-bdl
(egyszerUsitd axiomak mellett).
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THM.10 BIZONYITASA

1. SpecRel vilagképtranszformaciok megdrzik a relativisztikus tavolsagot,
Lemma 2 miatt.

2. Tfth f megbrzi a relativisztikus tavolsagot. Elészér bizonyitjuk, hogy
akkor f bijekcié, 5 Iépésben:

a) fegy-egyertelmd.

b) Idészerl egyenest idészerl egyenesre visz.
c) Térszerl egyenest térszerl egyenesre visz.
d) Sikot sikra visz.

e) fértékkészlete az egész Q*.

Aztan konstrualunk egy SpecRel modellt, amiben f vilagképtrafo.
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THM.10 BIZONYITASA

a) fegy-egyértelm:
Legyen p,q kilénbozé. Van r, hogy /(p,r) =0 és p(q,r) #0 :

Vegyunk egy allo sikot, ami tartalmazza p,q —t.
Ebben minden ponton pontosan két fényegyenes
megy at. Vegylnk p-n és g-n atmend nem
parhuzamos két fényegyenest, és legyen r a p-n
atmend fényegyenesen olyan pont, ami nem a két
fényegyenes metszéspontja. Akkor r fényszerien
szeparalt p-t6l de nem g-tél (mert nincs nem-
elfajuld fényharomszog). Igy f(r) fényszerlen
szeparalt f(p) —t6l és nem fényszerlen szeparalt f(q)
—tél, tehat f(p) nem lehet egyenl6 f(qg)-val.
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THM.10 BIZONYITASA

b) Idészerl egyenest idészerl egyenesre visz.

u(p,q) + (g, r) = u(p,r)
n@',q")+u@,r)=u@,r)
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THM.10 BIZONYITASA, LEMMA3

Lemma 3. Legyen p,q,r olyan, hogy barmely ketté kézuluk idészerien
szeparalt (tehat pq, pr, és qr idészerlen szeparalt). Tegyuk fel tovabba,
hogy u(p,q), M(p,r), és p(q,r) kézul valamelyik a masik ketté 6sszege.
Akkor p,q,r egy egyenesen van.

Bizonyitas: A tér-izo és ollo-trafok megdrzik a u relativisztikus tavolsagot,
mert Thm.7 szerint SpecRel modellben vilagképtrafok, amikrél Iattuk mar,
hogy megdrzik p-t. Ugyanezek megérzik az egy egyenesen lenni tulajdonsagot
is, mert affin transzformaciok. Tér-izo és ollé-trafo inverze is tér-izo illetve
ollé-trafo. Tth. u(p,q)=p(p,r)+u(r,q). Mivel p,q,r -ek idészerlen szeparaltak,
tér-izo és ollo-trafok komponalasaval p,q,r beviheté a tx-sikba ugy, hogy ha
P.Q,R a képeik a tx-sikban, akkor P az origo, és Q az idétengelyen van.
Eleg P,Q,R —rdl latni, hogy egy egyenesen van. Tudjuk, hogy

P az origo, és p(P,Q)=p(P,R)+u(R,Q), tehat

H(P.Q) > u(PR), u(PQ)>pu(RQ), legyen

Q=(T,0,0,0), és

R=(t,tv,0,0).

Gyakorlat: Bizonyitsuk, hogy az oll6-trafok nem 6rzik
meg az id6koordinatakon a rendezést.

Eltolassal elérhetd, hogy p az origo. Forgatassal
elérhetd, hogy g a tx sikban legyen. Mivel pq
idGszerd, ollo-trafoval elérhetd, hogy q az
id6tengelyen legyen. Mindez alatt p maradt az
origdban. Most mégegy forgatassal elérhetd, hogy r
a tx-sikban legyen. Ezalatt p,g maradt a helyén
mert a t tengelyen voltak és forgatast alkalmaztunk.
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LEMMA3 BIZONYITASA

H(P.Q)=p(P.R)+u(R,Q).

Q,R idészerlien szeparalt

[t-T| >tv. Hat>T, akkor
t>T+tv |

2 >T2+t2v2+2Ttv
t2-tv2>T2,

H(P.R) > u(P.Q).

Tehat t<T.
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LEMMA3 BIZONYITASA

R=(t,tv,0,0)

H(P.Q)=p(P.R)+u(R,Q).

Hat< 0, akkor
M(R,Q) > p(P,Q) , mert

(t+T)2-t2v2 > T2,

Tehat 0<t<T.
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LEMMA3 BIZONYITASA

H(P,Q)=p(P,R)*+H(R,Q).
0<t<T.

M(PR) > u(PR),

M(R,Q) > u(R,Q) ,

M(P.Q) > u(PR)*+u(R,Q).

Ellentmondas, tehat

P,Q,R egy egyenesen van.

QED(Lemma 3)
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THM.10 BIZONYITASA, LEMMA3

Lemma 3. Legyen p,q,r olyan, hogy barmely ketté kézuluk idészerien
szeparalt (tehat pq, pr, és qr idészerlen szeparalt). Tegyuk fel tovabba,
hogy u(p,q), M(p,r), és p(q,r) kézul valamelyik a masik ketté 6sszege.
Akkor p,q,r egy egyenesen van.

Lemma 3 bizonyitva van. QED

Megjegyzés: Lemma 3 nem igaz ha az idészerlien sz6t mindenutt kicseréljuk
benne térszerdre.

Gyakorlat: Bizonyitsuk, hogy az oll6-trafok nem 6rzik
meg az id6koordinatakon a rendezést.
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THM.10 BIZONYITASA

b) Idészerl egyenest idészerl egyenesre visz.

u(p,q) + (g, r) = u(p,r)
n@',q) +ul@,r)=pu@,r)

Tehat p’,q’,r' egy egyenesen van
Lemma 3 szerint.

( f-képe része ¢ -nek

¢ f-képe tartalmazza ¢ -et

Visszatérink a b) |épés bizonyitasahoz.
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THM.10 BIZONYITASA

c) Térszer(i egyenest térszerli egyenesre visz.
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THM.10 BIZONYITASA

d) Sikor sikra visz: minden sikot ki lehet rakni térszerli egyenesekbdl.
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THM.10 BIZONYITASA

e) fértékkészlete az egész Q*

f értékkészlete Q* -nek altere, 4-dimenziés mert f egy-egy-értelm.
Ezért magaa Q*.

Konstrualunk egy SpecRel modellt, amiben f vilagképtrafo:

Elészér megkonstrualjuk egyetlen m megfigyelé vilagképét, hogy
AxField, AxSelf, AxPh teljesuljén, ez kénnyd.

Aztan hozzaadunk mégegy k megfigyelét ugy, hogy a w,,, Vvilagképtrafo
az f legyen: m vilagképét egyszerlen levetitjuk f—el. m

vilagképében az Uj k megfigyeld életutja az idétengely f szerinti inverz
képe.

Mivel f bijekcio, AxEv teljestl. Mivel f fényszeril szeparaltsagot megobriz,
AxPh teljesul k vilagképébenis. Mivel f relat tavolsagtarto, azért
AxSymd is teljesul. AxSelf teljestl k vilagkepében. QED(Thm.10)
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RELATIVISZTIKUS EKVI-TAVOLSAG

Definici6. Legyen (Q,+,-) egy Euklideszi test. Definialjuk a
relativisztikus ekvi-tavolsag négyargumentumdu relaciot Q* —en.

def
Reqt(p,q,7,s) & up,q) = u(r,s)

Megyunk tovabb SpecRel, modelljei felé. K6rzé
hasznalata. Tarski Euklideszi geometria
axiomatizalasa.
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SPECREL, VILAGKEPTRANSZFORMACIOK

Thm11. Tfh. AxField. Legyen f:Q* - Q* tetszbleges. Az
alabbi (i) - (iv) ekvivalens:

(i) f vildagképtranszformacié valamely SpecRel, modellben ahol ¢
nemnulla

(i) f megdrzi a fényszerii szeparaltsagot és raképezés
(i) f megdrzi a fényszer( szeparaltsagot és bijekcio

(iv) f megdrzia relativisztikus ekvi-tavolsagot és raképezes

A raképezés feltétel (ii)-ben szikséges. Nem tudjuk,
hogy (iv)-ben sziikséges-e.
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DEFINIALHATOSAG

Legyen L az az elsérendl nyelv, amelynek alapfogalmai a fényszeri
szeparaltsag F(x,y) és az egyenléség x=y, ahol x,y valtozéjelek. L

tehat ezekbdl a nem, és, valamint van olyan x mondattani kapcsolokkal felirt
mondatokbal all.

Azt mondjuk, hogy koordinatapontok valamely T(x,y,z,w,...) tulajdonsaga
kifejezhet6 a fényszerl szeparaltsagbdl, ha van olyan ¢(x,y,z,w,...) formula
L-ben, hogy minden Euklideszi (Q,+,:) testre igaz, hogy minden p,q,r,s,...
koordinatapontra igaz (Q,+,") -ban, hogy

o(p.ars,...) < T(p,q,rs,...)

Felvessziik azt a fonalat, amit az els6 6ran elkezdtiink
a NoFTL bizonyitasaval, majd az Alexandrov tétellel
folytattunk. Azt fogjuk latni, hogy a fényszerd
szeparaltsaghol minden, még a test mdlveletek is
majd mind definialhatok. Persze a relativisztikus
tavolsag nem definialhatd. Biz. Gyakorlat.
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RELATIVISZTIKUS EKVI-TAVOLSAG DEFHO

Thm.12. Arelativisztikus ekvi-tavolsag négyargumentumu relacid
definialhaté a fényszer( szeparaltsagbdl.

Bizonyitas:

Hamarabb lattuk mar, hogy a kévetkezé tulajdonsagok definialhatdk a
fényszer( szeparaltsagbol:

Egy egyenesen lenni  Coll(p,q,r)

Idészerl szeparaltsag 1d6sz(p,q)
Térszerl szeparaltsag Teérsz(p,q)
Fényszerl egyenesnek lenni

Parhuzamos egyenesnek lenni, egy sikban lenni, stb
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RELATIVISZTIKUS EKVI-TAVOLSAG DEF

1.) Kifejezzik, hogy Reqt(p,q,9,s) ahol pq idészer(:

®s
/..
s
0z
IV
/' ../
e
_-/ _/- m /
./A/. 9% tv 7
1/ ’
q’ ¢ t ‘
El6szor az idolassulas tétel bizonyitasat hasznaljuk: f, .
. ! &
Van q’, hogy q'q meréleges a pgs sikra, és q'p, g's T NS =1

fényszerlien szeparaltak.

Megint |épésekben bizonyitunk.
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RELATIVISZTIKUS EKVI-TAVOLSAG DEF

Kifejezzuk, hogy Reqt(p,q,9,s) ahol pq id&szerd:
e s

pe

qe

qe
Hogyan fejezzik ki, hogy g'q meréleges a pgs sikra?
Most az Aszinkron tétel masodik részének bizonyitasat hasznaljuk:

g'q meréleges a pqgs sikra, ha mind a pg mind az sq medgfigyelék szerint
egyidejlek
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RELATIVISZTIKUS EKVI-TAVOLSAG DEF

Kifejezzuk, hogy Reqt(p,q,9,s) ahol pq id&szerd:

® S mi my mg
18
pe pha»” | <. Phs
1?\' b
-
$ ° ‘
. G
/ .4/ phy,<" | . phy
./' / ‘ N
FRYs 5
" ‘e I q 7
/ ®

Hgyan fejezzik ki, hogy q'q egyidejliek a pq megfigyelé szerint?

Van |, l, egyenes aki parhuzamos a pqg-val, es van ph;,...,ph,
fényegyenes, és van r4,...,I; pont, hogy ...

space
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RELATIVISZTIKUS EKVI-TAVOLSAG DEF

Kifejezzuk, hogy Reqt(p,q,9,s) ahol pq id&szerd:

[ S M' 1 3
19
pe pha»” | <. Phs
1?\' @
s —o
/ /] ;
P 3 ¥
/ & phy,<" | . phy
../ / )
7'(}0 I ;T
7' & :
./-’ space
’
q

Es qq egyidejiek a ps megfigyeld szerint.
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RELATIVISZTIKUS EKVI-TAVOLSAG DEF

3) Kifejezzuk, hogy Reqt(p,q.,r,s) ahol pq iddszerd:
° Se

pe

qe re

4) Kifejezziuk, hogy Reqt(p,q,r,s) ahol pq térszer:

Visszevezetni id6szer( ekvi-tavolsagra:
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THM.12 BIZONYITASA

Visszevezetes idészerl ekvi-tavolsagra:

QED(Thm.12)

Minden pq térszer(ien szeparalt pontparhoz igy lehet
definialni egy pq’ pontpart, ahol pq’ idészerlien
szeparalt és ugyanaz a pq tavolsag abszolut értéke
mint pqg’ -é.
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RELATIVISZTIKUS MEROLEGESSEG

Mi mas definialhaté még?

{'7 B
' / P . / /
[ ! / 7 P \\ /
AR ! / \E 7 / /4
/ * / '/'// 9”/
/ A 4 . / :
V| //

Relativisztikus merélegesség definicioja equi-tavolsaggal.
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KOZTESSEG (BETWEENNESS) DEFINICIOJA

Bw(p,r,q) azt jelenti, hogy p,r,q egy egyenesenvanés r a p és q kozott
helyezkedik el.

_prl
X = TTTL
Ipql

r=p+x(g-p) =xq+ (1-x)p.

Koordinatas definicio:

d
Bw(p,r,q)«gilx(o <Sx<1 Ar=xp+ (1-x)q)
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KOZTESSEG DEFINICIOJA FENYSZERU S

1. Ha p,r,q id6észer(i egyenesen van:

def
BW:(P,r,q)é Col(p,r,q) A Yw(rw — (ptw vagy qtw))

pTw azt jelenti, hogy p és w idészerlien szeparalt

Relativity Theory and Logic Budapest, 2010. marcius 17. Page
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KOZTESSEG DEFINICIOJA FENYSZERU SZEP.BOL

2. Koztesség megmarad parhuzamos vetitésre:

de
Bw(p, r,q)<={ Col(p,r,q) A Juvw(Bw,(u,v,w) A pu llrv || qw)

U’ r

Felegyenes definicija: FEEF
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HILBERT-FELE KOORDINATIZACIO

Minden egyenesen két kilénb6zé pontot kijeldlve ,ott van (visszanyerhetd)” a test:

Test alaphalmaza ¢

Intuitiven:

|pol/leo] ha Bw(o,e,p) vagy Bw(o,p,e) és

©
1

= - |po|/leo| egyébként.

©
|

114



HILBERT-FELE KOORDINATIZACIO
Osszeadds: p+q=r & ar Il L 30'q'el'(00" I gq" A po' Il vq")
Szorzas: p-q=r g ' Juvel I'n l={o} ANevIipu Aqu |lru)
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PARAMETEREK NELKUL

Intuitive, a mennyiségek a pontok kozti tavolsagok. Ezeket a tavolsagokat
a pontparokon az ekvi-tavolsag ekvivalenciarelacio blokkjaival reprezentaljuk.

de
pg = rs (={ Reqt(p,q,r1,s)
T ¥ Q*x Q‘*/z

F @ = pp/_ akarmelyik p -re. F lesz a testink 0-ja.
Pozitiv elemek lesznek: { rq /: : pq idoszerlien szeparalt }
Negativ elemek lesznek: { pq /: : pq terszerlien szeparalt }
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NEGACIO

Pozitiv és negativ szamok kozétti bijekcio az ,ellentettnek lenni” ~ relacio:

def
PAd/_ . s S 3s'tu ps'=rsA

pq Il s't A ps"ll qt A Col(p,u,t) ACol(s',u,q) A F(p,t) AF(q,s")
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ABSZOLUT ERTEKEK OSSZEHASONLITASA

|x| definicidja: |x|=x ha x nemnegativ, és |x|= ~ x ha X negativ.

def
|x| < |yl < 3pqr Bw(p,q,7) Apq € |x| Apr € |y|
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OSSZEADAS

xX+y=2z:
Ha x,y nemnegativ vagy x,y nempozitiv:

dpqr Bw(p,q,r) Apq Ex ANqr EyApr €z
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OSSZEADAS

xX+y=2z:

Egyébkent: legyen |x| = |y|. Ekkor
Ipqr Bw(p,r,q) Apq EX Aqr E ~yApr € z
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AFFIN SZORZAS

X,y,Z pozitiv:
def
x+yiz=c¢ & IJopqrstu

0SEXANOr€zAop€y Aog€c Asullpt Arullqt
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SZORZAS

Legyen M ={ pq

def
Xy=z & x-y:M=z

M(p,9)=1 }. Ez eleme a testinknek, T —nek.

Allitas: (T,+,-) izomorf (Q,+,) —val.
Bizonyitas:

Megadunk egy izomorfizmust (T,+,-) és egy idészer(i egyenesen
valo test-példannyal.

[/

OP/_  ha paz oe félegyenesen van

f) =
op /= egyébkeént
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SPECREL GEOMETRIAI

Ha M modellje SpecRel-nek, akkor az M geometrigja, Ge(M) a
kovetkezo:

Ge(M) = (Evy, F, M).

Jelslie MinkTh a { Ge(M) : M [ SpecRel} modellosztalyban
érvenyes 6sszes formulat.

Miért geometria?
Megmutatjuk, hogy a MinkTh és a SpecRel elsérendi logikai

elméletek ekvivalensek a logikai értelemben (ha SpecRel-hez
hozzaadunk még ,egyszerisitd” axiomakat).

Miért geometria?

F a fényszerd egyeneseknek felel meg és M az 1-
sugaru relativisztikus koroknek.

Térid6geometria.
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EGYSZERUSITO AXIOMAK

AxExt°® vm,k € 10b w,,;,, =1d > m=k
AxExtP™ Vph,ph' € Ph ¥Ym € 10b wline,,(ph) egyenes és

wline,,(ph) = wline,,(ph’) - ph = ph’

AxThExp vm € 10b Vp,q € Q*
v(p,q) <1 — 3k € I0b p,q € wline,, (k)
AxCoord Ym € I0b VStér —izoaQ*—n 3k €10b W, =S
I0b # O

AxNoB B =I10bUPh és W SI0bxQ*xB
SpecRel ¥ SpecRel U {fenti axiémék}

Sztenderd modellek

SpecRel-t le kell ,,butitani” az ekvivalencia tételhez, mert a geometria
kevesebb tulajdonsagot tiikroz.

A kék axiomak extenzionalitasi axiomak (mint halmazelméletben).
Leibniz elv: két objektum ami nem kilonboztethet6 meg a nyelv (azaz
a vizsgalati szint) szempontjabdl, az nem kiilonb6z6. Pl. ha két foton
utvonala megegyezik de a sziniilk nem, akkor ugyannak szamitanak,
mert a szinrél (vagy energiardl) nem beszéliink a nyelvben. Az els6
axioma azt mondja, hogy egy megfigyel6 az tényleg nem mas mint egy
koordinatarendszer.

A z6ld axiomak létezést posztulald axiomak, mint a komprehenzié
axidma a halmazelméletben. AxThExp az amit KiserletAx-nak hivtunk.
AxCoord azt mondja, hogy egy megfigyel6 at tudja koordinatazni a
terét, mashova tudja tenni az id6szamitasa kezdetét, és meg tudja
foorditani az id6 iranyitasat. A kovetkez6 szlajdon felidézziik a tér-izo
definicidjat. Kvantor fut a tér-izo leképezéseken. Nem baj, mert
minden tér-izo affin transzformacio, tehat lehet azzal kddolni, hogy
hova mennek az egységvektorok.

A kék és zold axiomakat feltehettiik volna ha akartuk volna, de nem
volt rajuk sziikség, minek komplikalni.

AxNoB azt posztuldlja, hogy most csak az inercialis megfigyelGkre és a
fotonokra koncentralunk, nincsenek pl gyorsulé megfigyel6k. Ez valédi
megszoritas. Hamarosan ratériink a gyorsuld megfigyel6k vizsgalatara
SpecRel-ben, és akkor fontos lesz, hogy nem tessziik fel az AxNoB
axiomat.
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SPECREL MODELLIJEI

Definicio:
Az f transzformaciot tér-izo transzformacionak

nevezzik, ha az x,y,z altéren egybevagosag, és a t
idétengelyen eltolas esetleg tiikrozéssel komponalva.

£y f(1¢)

Ez volt a tér-izo definicidja.
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DEFINICIOS EKVIVALENCIA TETEL

Thm.13. SpecRel¢ és MinkTh definicidsan ekvivalensek.
A gyenge def. ekvivalencia a kdvetkezé (i)-(iii)-at jelenti.

(i) Van f interpretacié SpecRel°nyelvébdl MinkTh nyelvébe, ugy hogy
MinkTh E f(SpecRelc UTh(=)),

(i) Van g interpretacié MinkTh nyelvébdél SpecRel¢ nyelvébe, ugy hogy
SpecRelc F g(MinkTh U Th(=)). Tovabba

(i) Az f és g inverzei egymasnak abban az értelemben, hogy

SpecRel° F @ < gf() minden @ SpecRel® nyelvén levé zart formulara, és
MinkTh F @ < fg(¢ ) minden ¢ MinkTh nyelvén levé zart formulara.

Th(=) ={¥xyzEx=xAX=y>2y=x)AE=yAy =2z 5x =12))}

Interpretacio azt jelenti, hogy forditéfiggvény.
Mindjart definialjuk, hogy mi egy interpretacio.
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DEFINICIOS EKVIVALENCIA TETEL

Az (er6s) def. ekvivalencianal a (iii) helyett erésebb feltétel van, ami
a nyitott @ formulak kézétt is kapcsolatot teremt.

SpecRel¢ és MinkTh erésen is definicidsan ekvivalensek.

SpecRel°és AxField gyengén def. ekvivalensek, de nem erésen
definiciésan ekvivalensek.

Itt megadjuk majd a két f,g interpretaciét SpecRel® és MinkTh koézétt ami
er6s értelemben is inverzei egymasnak, de csak a gyenge inverzet (azaz
(iii)-at) bizonyitjuk roluk. Az erds ekvivalencia bizonyitasa analég az
Irodalombeli [AMNOG] p.650-en levé bizonyitassal.

A definicios ekvivalenciardl Id. az Irodalomban [AMNO2, sec.6.3], [AMNO3],
[AMNOB, sec.2.6], [M02, sec.4.3].

Interpretacio azt jelenti, hogy forditéfiggvény.
Mindjart definialjuk, hogy mi egy interpretacio.
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INTERPRETACIO - EGYSZORTU

Mi egy interpretaciod két eimélet k6zott?

1. Egyszortu interpretacio mikor Uj entitasokat nem definialunk, csak
meglevé elemeken Uj relacidkat:

Interpretacié L1 -bdl L2 -be egyszerlien egy konnektivumtarté fuggvény, azaz
f:L1— L2 ugy hogy minden ¢,ye L1 formulara €s minden x,y valtozojelre

f(—= @) = = (@), fl@ Ay)=f(@) Af(y),  f(Vx@)=Vxf(g), fixzy) = x=y.

Egy ilyen fuggvényt azzal lehet megadni, hogy az L1 alapfogalmaihoz
rendelink formulakat (tetszés szerint).

Szort azt jelenti, hogy valamely tipusu elemek. Azért
nem tipusnak hivjuk, mert a tipus mast is jelent
logikaban.
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INTERPRETACIO ELMELETEK KOZOTT

L1-b8l L2-be mend interpretacid indukal egy fuggvényt
L2 modellosztalyabdl L1 modellosztalyaba:

L1 —» L2
M1 « M2

Az f interpretacié az L1-nek Th1 elméletébdl interpretacio az L2-nek
Th2 elméletébe, ha

Th2 Ef(Th1).

Ezzel ekvivalens, hogy

ModTh1 « ModTh2

A formuldk (jelsorozatok, szintaxis) és modellek
(jelentés, szemantika) kozti dualitdas a matematikai
logika kozponti témaja. Ezzel 6sszhangban,
interpretacio a modelleken is jelent valamit.
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EGYSZORTU INTERPRETACIO PELDA

Félhaldk mint rendezés és mint algebra:
1. Nyelv L1: < kétargumentumu relacidjel.

Elmélet T1: < részbenrendezés
ahol barmely két elemnek van legkisebb fels¢ korlatja

2. Nyelv L2: + kétargumentumu muvelet.
Elmélet T2: + kommutativ, aszociativ, és idempotens (x+x=x)

Interpretaciok L1 és L2 kozétt:
fL1>L2 f(x<y) = x+ty=y

gLl2—> L1 g(xty=z) = ,zazxésy legkisebb felsé korlatja”

Ez a két fuggvény interpretacid T1 és T2 kozott, s6t
definicids ekvivalenciat adnak meg T1 és T2 kozott,
mert egymas inverzei a p.126 értelmében (s6t, az
erGs def eq értelmében is). Két egyszortu
interpretacio egymas inverze az er6sebb értelemben
ha a modelleken indukalt figgvényeik egymas
inverzei.
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EGYSZERU INTERPRETACIO PELDA

Modellek kdzbtt bijekcio:

eod od

| i

oc oc

/N |
ae eph aOf;i 44N0b

a+b=c, c+d=d

A két interpretacio amit megadtunk bijekciot definial
T1 és T2 modelljei kozott.
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INTERPRETACIO TOBBSZORTU PELDA

Affin sik mint tébbszortu és egyszortu struktura:

1. Nyelv L1: két szort, pontok V, és egyenesek V|, tovabba
egy VpxV| argumentumu 1 relacidjel.

Elmélet T1: ¥p,qeP pzq— 310 el I(p.0) Al(q0)

2. Nyelv L2: egy szort, egy harom-argumentumu Col relacidjel.

Elmeélet T2: Col(x,y,z) — Col(y,X,2), ..., VxyCol(x,y,y),
Vvxyzw(Col(x,y,z) A Col(x,y,w) — Col(y,z,w))

Olyan példa, ahol uj entitasokat is definialunk
(kredlunk). Nevezetesen, a pontok tipusu elemekbdl
az egyenesek tipusu elemeket.
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INTERPRETACIO TOBBSZORTU PELDA

Interpretacié L1 és L2 kozott:

Gondolat: egyenest rajta levd pontparral kodolunk.
Két pontpar pg és p'q’ ugyanazt az egyenest kédolja, ha a pontok k6zo6tt
a megfeleld Col relacidk fennallnak, azaz Col(pgp’) és Col(pqq’) .

Formalisan: fL1—> L2

f: Vo — V egy-egyérteima,
f(p=q) = x=y ha f(p)=x, f(q)=y,

f: V. — V x V egy-egyértelm( ugy hogy f: V| — (V - fVp) x (V - fVp) (diszjunktsag),
Co#l ha f(0)= ((y,(4),
f((=4) = Col(lo,lq, é)n COl(lg,l4, &)  ha f(£)= (o, l4), f(£)= (4o, £9).

f(I(p.)) = Col(p, lo, £4) ha f(£)= (L,C,).

Az Uj tipusu valtozdjeleket is ,, definialjuk”
rendelkezésre allé tipusu valtozdjelsorozattal (azaz a
nyelv amibe interpretalunk valtozdjelsorozataval) egy
,kivalasztd” formulaval valamint egy formulaval, ami az
Uj (most definidlandd) tipusu elemeken az
egyenlGséget definialja. Példankban egy , lines” tipusu
valtozodjelet két ,points” tipusu valtozdjelként
definialunk, a kivalaszté formula az, hogy az egyenest
reprezentald két pont kilonboz6 kell legyen, és az
egyenl8ség interpretalasa az a formula, hogy az
egyeneseket reprezentald két-két point kollinearis
(annak a nyelvnek a fogalma, amibe interpretdlunk). Az
alaprelaciok definialasa (interpretalasa) ezutan mar
tetszlleges, kivéve hogy a leforditott valtozo jeleket kell
hasznalni. Esetlinkben a p pont illeszkedik az |
egyenesre, haa p ésaz | —et reprezentalo két pont
kollinearis.
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INTERPRETACIO TOBBSZORTU PELDA

Interpretacié L2 és L1 kozott:

Gondolat: az illeszkedés relaciot levetitjik a pontszortra és elfelejtjik az
egyenesek szortjat.

Formalisan: fL2— L1

f:V — Vp identitas, f(x=y) = x=y

f(Col(x,y, 2)) = LX) AL(Y,L) Al(z,0).

Feltehetjik, hogy V ugyanaz mint V.
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INTERPRETACIO TOBBSZORTU PELDA

Az f interpretacié az L1-nek Th1 elméletébdl interpretacié az L2-nek
Th2 elméletébe, ha

Th2 Ef(Th1 U Th(=)).

Th1-bdl Th2-be mend interpretacioé indukal egy figgvényt
Th2 modellosztalyabdl Th1 modellosztalyaba:

Th1 — Th2
ModTh1 « ModTh2

Az, hogy Th2 —bdl bizonyithaté a Th(=) (persze
minden szortra kell) azt jelenti, hogy az egyenl6séget
definialé formula a Th2 elméletben
ekvivalenciarelacio a kivalasztott pontparokon.
Példankban a kollinearitasi feltétel
ekvivalenciarelacio ha mindkét pontpar kilonbozo
pontbadl all.
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INTERPRETACIO - TOBBSZORTU

Mi egy interpretacié két eimélet k6z6tt?
2. Ha uj entitasokat is definialunk, nemcsak meglevd elemeken Uj relaciokat:

Interpretacio L1 —bdl L2 -be konnektivumtarto figgveény, ami
a valtozdjeleket is és az egyenldseget is interpretalja, azaz

f: L1— L2 ugy hogy minden @,ye L1 formularaés L1 minden s szortjara

f:Ve— Vo xVg... xVg, , &(Xx1,...,xn) , ahol f egy-egyeértelmd,
s1,...,sn az L2 szortjai és {, formula L2 nyelvén.
A kulénbdzé szortu valtozojelek képei legyenek
diszjunktak.

f(x=y) = &(fx,fy) , ahol & formula L2 nyelvén.
f(R(x1,...,.xn)) = p(fx1,...,fxn) , ahol p formula L2 nyelvén.
f(= @) = - (), f(@ Ay)=f(@) A f(y), f(vx @) = Vix(Cy(fx) — (9)).

A példa utan itt van az altalanos definicidja az
interpretacionak.
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INTERPRETACIO ELMELETEK KOZOTT

Az f interpretacié az L1-nek Th1 elméletébdl interpretacié az L2-nek
Th2 elméletébe, ha

Th2 Ef(Th1 U Th(=)).

Th1-bdl Th2-be mend interpretacioé indukal egy figgvényt
Th2 modellosztalyabdl Th1 modellosztalyaba:

Th1 — Th2
ModTh1 « ModTh2

D 098

Az altalanos definicio folytatasa.
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DEFINICIOS EKVIVALENCIA TETEL BIZ,

Thm.13. SpecRel¢ és MinkTh definicidsan ekvivalensek.
Bizonyitas:
SpecRelcnyelve: Vq,+,:, Vg,Ph,IOb, W .

MinkTh nyelve: Vg, FF M .

(i) Megadunk f interpretaciét SpecRel® nyelvébdl MinkTh nyelvébe, ugy hogy
MinkTh E f(SpecRelc UTh(=)):

f(Va) — VexVe , f(x=y) = Reqt(fx,fy),

Most hogy definialtuk, hogy mi egy interpretacio,
belekezdhetlink a tétel bizonyitasaba. Az igazi munkat mar
elvégeztik hamarabb, most csak formaba kell 6nteni.

Hamarabb definialtuk a fényszer( szeparaltsagbdl a
relativisztikus ekvitavolsagot. Ezt a koordinataparokon
definialtuk, de vegylik ugyanazt a formulat az
eseményparokon. Lehet, mert csak a fényszerd
szeparaltsagot hasznaltuk, ami a koordinatapontokon is
meg az eseményeken is értelmezett. Tehat fent Reqt ezt a
formulat jeloli. Ez a formula csak az F relacidjelet
tartalmazza. Ezt gy jelezzik, hogy kékkel irtuk a formulat.

A fenti definicid azt mondja, hogy egy mennyiséget
eseményparral reprezentalunk, nincs megkotés a
reprezentald esemeényparra, és két eseménypar akkor
reprezentdlja ugyanazt a mennyiséget, ha fennall koztik a
(fényszer( szeparaltsagbdl felirt) ekvitavolsag.
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PARAMETEREK NELKUL

Intuitive, a mennyiségek a pontok kozti tavolsagok. Ezeket a tavolsagokat
a pontparokon az ekvi-tavolsag ekvivalenciarelacio blokkjaival reprezentaljuk.

def
pq = rs << Reqt(p,q,r,s)

TOEQtxQY_

F @ = pp/_ akarmelyik p -re. F lesz a testink 0-ja.
Pozitiv elemek lesznek: { pq /: : pq idoszerlien szeparalt }
Negativ elemek lesznek: { pq /: : pq térszerlen szeparalt }

Emlékeztetd, hogy igy definialtuk a test alaphalmazat
mult oran a fényszerd szeparaltsagbol.
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DEFINICIOS EKVIVALENCIA TETEL BIZ,

f(x+y=z) = — ((id6sz(fx) A térsz(fy)) v (térsz(fx) A idosz(fy))) —
Jde,e,e;[Bw(e,,e,,e;) A Reqt(fx,eq,e,) A Reqt(fy,e,,e;) A Reqt(fz,e,,e;5)]
/AN
((id6sz(fx) A tersz(fy)) v (tersz(fx) A idész(fy)) A [fx|>|fy]) —
Jde,e,e;[Bw(e,,e;.e,)AReqt(fx,e,,e,) A Reqt(~fy,e,,e;) A Reqt(fz,e,,e;3)].

Az igazi munkat mar elvégeztiik hamarabb, most csak
formaba kell onteni. Ez a formula az 6sszeadas mult
orai definicidjanak megismétlése, formulaba ontve.

Emlékeztetunk ra, hogy a kékkel jel6lt részformulakat
mar hamarabb definialtuk a fényszer(
szeparaltsagbol.
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DEFINICIOS EKVIVALENCIA TETEL BIZ,

f(x - y=z) = ((idosz(fx) A idosz(fy) A idosz(fz)) —
Joqprstu[Reqt(fx,0,s) A M(0,r) ) A Reqt(fy,0,p) A Reqt(fz,0,q) ) A
sullpt A rullqt]

Az igazi munkat mar elvégeztiik hamarabb, most csak
formaba kell 6nteni. A formula végén a harom pont
azt jelenti, hogy itt még el kéne mondanunk, hogy ha
X,y kozll pontosan egy negativ, akkor z negativ kell
legyen, és ha x,y mindketten negativak, akkor z
pozitiv és egyébként a fenti szlajdra felirt formulat
kell felirni az abszolut értékekre.
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DEFINICIOS EKVIVALENCIA TETEL BIZ,

SpecRel¢nyelve: V,,+,-, VgPh,IOb, W .

Gondolat: Egy megfigyel6t az origojaban levd, valamint a 4 egységvektora
hegyén levd eseményekkel reprezentaljuk. Fotont a foton életutjan levé
két kulénbdzd eseménnyel, €s hogy mindkétfajta bodit 5 eseménnyel
reprezentaljuk (hogy ne legyen esetszétvalasztas), megismételjik

a masodik eseményt 3-szor. /

Formalisan: ‘.’
»
fi(Vg) = VexVe xVg xVe xVe , Ph(eg,ey,...,e4) v IOb(eg,ey,...,84), ahol

Ph(eg.eq,...,84) © F(€g,€1) A€ # €4 A €5785=€, ,

I0b(eg,4,.--,84) & M(eg,€1) A ~M(€g,85) A ~M(€g,83) A ~M(€q,€4) A

.)\ €0€1.1€085 A 80811 €083 ACLE, L8184 AL, L €085 AEYE, | €084 NELE; L EE, .

Eddig a mennyiségeket és a rajtuk valé mliveleteket
definidltuk (interpretaltuk MinkTh nyelvébe). Most a
bodikat és a rajtuk levé relacidkat interpretaljuk.
Mult oran definialtuk az ellentett relaciét valamint a
merdlegesség relaciot a fényszer( szeparaltsagbal.
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DEFINICIOS EKVIVALENCIA TETEL BIZ.
SpecRel¢nyelve: Vq,+,:, Vg,PhIOb, W .

fi(Vg) = VexVe xVeg xVe xVe , Ph(eg,ey,...,&4) v I0b(eg,ey,...,84),

f(b=k) = Ph(fb) — (Ph(fk) A line(by,b; )=line(k,=k,)) A
10b(fb) — (I0b(fk) A by=ke A by=K, A b=k, A by=ks A by=k,) .

f(W(m,t,x,y,z,b)) = 10b(fm) A (IOb(fb) v Ph(fb)) A e[ Col(e,by,b4) A

Je(Reqt(e,mg,to,t) A
idész(ty,ty) — (Bw(mg,e,m,) v Bw(mg,m,,e)) A
tersz(ty,ty) — Bw(m,,mg,e) A
&€ || mem; A ee || mgm; A &€ || memy) A
Jde(Reqt(e,,Mg,Xg,X4) A ... ].

f(m)= (mg,m,,m,,m3,my),
f(t)= (to,ty), stb.

Megismételjiik az el6z6 oldalrdl a bodi-szort definicidjat és a kivalasztd formulat.
Tovabba mar definidltuka Ph és I0b relacidkat is.

Most definialjuk, hogy két eseményotds (ami teljesiti a kivalasztéformulat) mikor
reprezentalja ugyanazt a bodit. Akkor ha vagy mindkettd foton és az els6 két esemény
ugyanazt az egyenest definialja, vagy ha mindketté megfigyeld, és az események
tagonként megegyeznek.

A kékkel irt részformulak mind a fényszer(i szepardltsagbdl (és M-bdl) felirt definialo
formulat jelentik, amit mar hamarabbi alkalmakkor felirtunk (elvben).

Végiil a vilagképrelaciét kell interpretalnunk (azaz definidlnunk az F és M reldciékbol).
Ez [ényegében azt jelenti, hogy meg kell mondjuk, hogy egy megfigyel6 eseményotost
hogyan tekintlink koordinatarendszernek. Ez egyben algoritmus is, hogy hogyan
koordinataz egy eseményotossel megadott megfigyeld ugy, hogy csak a fényszerd
szeparaltsagot és a Minkowski kordket hasznalja. (Nagyon megfigyelSorientalt.)

W definicidjanak elsé sora azt mondja, hogy m megfigyeld kell legyen, b pedig vagy
megfigyeld vagy foton (azaz bodi), tovabbd van egy e esemény amia byb, egyenesén
van és (a masodik sortél kezdve) amely eseményhezaz m a t,x,y,z koordinatat rendeli.
A W definicidjanak 2-5 sora azt mondja meg, hogy hogyan allapitja meg m az e
esemény id6koordinatajat. A hatodik sortél kezdve az analdg formuldk vannak az x,y,z
koordinatak megallapitasanak algoritmusardl. A ... azt jelenti, hogy ha megértettiik, hogy
az m az id6koordinatat hogyan allapitja meg, akkor a formula tébbi részének kitoltése
feltehet6leg nem okoz problémat majd.

Hogyan dllapitja meg m az e esemény id6koordinatdjat? Levetiti az e eseményt a
tobbi koordinatatengellyel pdrhuzamosan a t tengelyre (5-ik sor), igy kapja az e,
eseményt. Ha az e, esemény az mym, félegyenesen van, akkor az id6koordinata az
mye, mennyiség (ez pozitiv mert idGszer(), ha pedig az mym, egyenes masik felén van
az e,, akkor az mye, mennyiség ellentettjét veszi (ez negativ szam lesz).
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DEFINICIOS EKVIVALENCIA TETEL BIZ,

MinkTh nyelve: Vg, FF M .
(ii) Megadunk g interpretaciét MinkTh nyelvébdl SpecRel¢ nyelvebe, ugy hogy

SpecRel® F g(MinkTh U Th(=))
€4

g:(Ve) > VgxVg , meety(e,e;) 7\/92
g(e=e’) = meet,(e;,e,€4,€)
g(F(e,e’)) = dph € Ph meet;(ph,e,,e,) A meet;(ph,e’y,e’,)

g(M(e,e’)) = dm e IOb Fp,ge Q* p(p,9)=1 A
p=wline.(e,) N wline,,(e,) A g=wline(e’,) N wling,(€’,) .

meet,(e,,e,,...,) < Im € [Ob |wline (e )nwline,,(e,)N...nwline(e,)|=1

Allitas: A most megadott f,g teljesitia Thm.13 kimondasaban szerepld
(i)-(iii) feltételt.

Itt van a masik iranyu interpretacio. Le kell
ellendrizni, hogy tényleg interpretaciok a két
elméletiink k6zo6tt és hogy egymas inverzei.
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OTHER FORMALISATIONS OF SPECREL

Minkowskian Geometry: Top-down approach to SR, observer-free.

Robert Goldblatt

Orthogonality and

Spacetime
Geometry
complete FOL axiom
system MinkGeo i
W
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HIERARCHY OF THEORIES ON DIFFERENT LANGUAGES

Definitional
equivalence

SpecRel +

pecke MinkGeo + :>
<:| simplifying <:> “meterrod”

axioms

| i i)

Interpretations

SpecRel MinkGeo

iy

What is the connection between SpecRel and MinkGeo?
There are interpretations in both directions between them.

SpecRel and MinkGeo are FOL theories on languages with different
vocabularies. The vocabulary of MinkGeo contains basic symbols like points,
lines, betweenness relation between points, and orthogonality of lines.
These are notions geometric in nature. An interpretation of SpecRel in
MinkGeo consists of interpreting the basic notions of SpecRel with these
geometric basic notions, and then proving in MinkGeo the axioms of
SpecRel written up with these interpretations (i.e., definitions) in place of
the original “atomic” basic symbols. An interpretation is “analysing further
the basic notions of SpecRel”. An interpretation of SpecRel in MinkGeo gives
us a recipe for how to set up the coordinate systems (observers) so that the
axioms of SpecRel be true, and such an interpretation also tells us how our
notion of numbers (the quantities with addition, multiplication) comes from
geometry.

In definability theory, the strongest relation between two theories is
definitional equivalence (apart from equality of teories). When two
theories are definitionally equivalent, they are the same theory in different
linguistic representation. Are SpecRel and MinkGeo definitionally
equivalent? Can’t be because SpecRel is undecidable and MinkGeo is
decidable (when the field-structure is appropriate).

How to measure the difference between SpecRel and MinkGeo? Add
simplifying axioms to SpecRel, add two constants to MinkGeo, and then the
two theories become definitionally equivalent.
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SPECREL

Thm3
SpecRel is consistent

Thm4
No axioms of SpecRel is provable from the rest

Thmb

SpecRel is complete with respect to Minkowski geometries

(e.g. implies all the basic paradigmatic effects of Special
Relativity - even quantitatively!)

Theorems 3,4 show what we cannot prove from SpecRel.
Them 5 shows what we CAN prove from SpecRel. It is a
completeness theorem for SR.

The completeness theorem for SR is a completeness theorem
in the usual sense of logic, namely it says that SR is complete
wrt its “standard model”, or “intended model”, i.e. wrt
Minkowskian geometry. (See also a later slide.)

This theorem implies the so-called paradigmatic (i.e.,
characteristic) effects of SR, e.g. the fact that “moving clocks
run slow”, and that “moving clocks get out of synchronism”. In
fact, we prove this completeness theorem via proving the
paradigmatic effects one-by-one, directly from the axioms of
SR and then we show that the completeness theorem follows.
This illuminates or illustrates why the paradigmatic effects are
true and show how to perform a conceptual analysis.

After the next slide come the three paradigmatic effects and
their proofs.
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SPECREL

Thmo6

SpecRel generates an undecidable theory. Moreover, it
enjoys both of Godel’s incompleteness properties

Thm7

SpecRel has a decidable extension, and it also has a
hereditarily undecidable extension. Both extensions are
physically natural.

Proofidea for Thm6: we can use the worldline of a
periodically circling body to select a subset of Q
which together with the field-operations satisfy
Robinson’s arithmetic.

Proofidea for the existence of a decidable extension:
We may postulate that the field-reduct is a real-
closed field (which has a decidable FOL theory,
Tarski’s thm), all bodies are observers or photons,
there are no two observers with the same
worldview, and a few similar extra axioms.
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OTHER FORMALISATIONS OF SPECREL

Minkowskian Geometry

James Ax: Signals

Alfred Robb: causality

Patrick Suppes: worldview transformations

Connections between theories. Dynamics of theories.
Interpretations between them. Theory morphisms. Definitional equivalence.

Tamas Fuzessy, Judit Madarasz and Gergely Székely began joint work in this

Definability theory of logic! (Tarski, Makkai)

Contribution of relativity to logic: definability theory with new objects definable
(and not only with new relations definable). J. Madarasz’ dissertation.
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SPECREL

SpecRel = {AxField, AxPh, AxEv, AxSelf, AxSymd}

Theorems

SpecRel

L 4

AxField
AxPh
AXEv

AxSelf y —

AxSymd Proofs

Relativity Theory and Logic Budapest, 2010. marcius 24

5 axioms, AxPh is the most important one of them.

We got lots of theorem:s.
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SPECREL

Conceptual analysis of SR goes on ... onour homepage

New theory is coming;:

We have to interrupt studying this theory in this
prezentation since we want to go on towards general
relativity theory.

Comes Part II: theory of accelerated observers in
special relativity.
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